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1 Quelques exercices en vrac

1.1 Application linéaire sur R?

On pose ! R - R?
(x,y,2,t) = (e+y+z,x+y+i)
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer une base de ker(f).
3. Déterminer une base Im(f).
4. Donner la matrice de f lorsque 1’on munit R* et R? de leurs bases canoniques.
5. f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

1.2 Espace vectoriel

Les deux questions sont indépendantes.
1. On considere la famille B = {2? + 1,22 + 2 — 1,2 + 2} de Ro[z]

(a) Montrer que 1 peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs
de B. Procéder de méme avec les vecteurs z et 2.

(b) En déduire que Vect(1,z,2?) = Vect(x? + 1,22 + = — 1, 2% + ).
(c) En déduire le rang de la famille B.

2. Onpose A = G ?) eton considere F' = {M € My(R) | AM = MA}.

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My (R) a ’aide de la défi-
nition d’un sous-espace vectoriel.

1 0 0 1
(b) Montrer que F' = Vect <(0 1) , (1 0))

1.3 Equation différentielle

1. Déterminer 1’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
(Ey) : y" —4y +3y=0.
2. On considere 1’équation différentielle
(B) : y" — 4y + 3y =32te™".

(a) Déterminer une solution particuliere de (E) sous la forme ¢ — (at+b)e™t.
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(b) Résoudre 1’équation différentielle (E).
3. (a) On pose
y' — 4y’ + 3y = 32te™!
y(0) =0
y'(0) =1
Justifier que ce systeme admet une unique solution.

(b) Déterminer cette unique solution.

1.4 Intégrales

Les deux questions sont indépendantes.

1. Enoncer et démontrer le critére de convergence des intégrales de Riemann
2. Soite € RY.

(a) Déterminer a, b et c tels que m = % + igﬁiﬁ
(b) Soit € €]0, 1[. Montrer que f: % = —1In(e) + M - %

(c) ATaide d’une intégration par partie, montrer que

€

(d) En déduire que

/1 xIn(z) d _In(e) €2 In(1+¢2) In(2)
e

x2+1)2w_ 2 241 1 -
(e) En déduire que lg% fel (z;rj_(iv))z de = = 12(2).

2 Probleme 1 : Inspiré par Ecricome ECT 2021

On considere
— R
s In(z) -

x

foe o]
T

2.1 Etude graphique

On note Cy la courbe représentative de f.

1. Dresser le tableau de variation complet de f sur [1, +oo].

2. (a) Etudier la convexité de f sur [1, 4-o00].
(b) La courbe C; admet-elle un point d’inflexion ?

3. On note M le point d’abscisse e3 de Cy.
(a) Déterminer I’équation de la tangente (T") & Cy au point M.
(b) Quelle est la position de Cy par rapport a (T') sur [1, +o00[?

4. Recopier et compléter le code python permettant de tracer Cr, T" et le point M
sur [1,6] :
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import .........
import .........

plt.plot([- - - J,[- -+ 1,x)
plt.grid()

2.2 Etude d’intégrales impropres

5. Pour tout réel A supérieur ou égal a 1, calculer I'intégrale I(A) = flA f(z)dx.

6. Etudier la convergence de I’intégrale impropre J 1+OO f(x) dzx

7. Pour tout réel A supérieur ou égale & 1, on note J(A) = 1A ln(;ﬂ) dx.

(a) A Taide d’une intégration par parties, montrer que

J(A) = —11;1(14) —%—i—l

(b) Déterminer Alim J(A).

—+0o0
8. On considere la fonction f définie sur R par

0 six<l

R =
¥z €R,g(z) { h;(—f) sinon

(a) Ecrire une fonction python permettant de calculer g(x) pour un x donné.
(b) Montrer que la fonction g est continue sur R.

(¢) Etudier I'intégrale doublement impropre fj;o g(x) dx.

3 Probleme 2 : Inspiré par Ecricome ECT 2020

3.1 Etude de fonction

f: R - R

z
T = 142422

. Dresser en justifiant le tableau de variation complet de f sur R.

On pose et on note (Cy) sa courbe représentative.

1

2. Déterminer la tangente de f en 0.

3. Tracer Iallure de (Cy) ainsi que la droite de la tangente en O sur [—2, 2].

4. Donner le code Python permettant de tracer informatiquement le graphique pré-
cédent.

. Justifier que [—1, 0] et [0, 1] sont deux intervalles stables par f.

6. Déterminer les points fixes de f. (On pourra résoudre directement 1’équation.)

7. Déterminer le signe de la fonction g+ R = R
z o= flz)-w

|91

. Donner une in-

terprétation graphique de ce résultat.
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3.2 Etude de suite ou le premier terme est positif
up =1
Vn € N* upi1 = fup).
8. Justifier que la suite (u,, )nen existe et que pour tout n € N*, u,, € [0, 1].
9. (a) Montrer que pour tout n € N*, f (711) < n%_l
(b) En déduire que pour toutn € N*, 0 < u,, < L.

(c) En déduire la convergence de la suite (., )pen--

On considere la suite (u,, )pen+ définie par {

(d) Expliquer en quoi la limite trouvé est cohérente avec les résultats trouvés
dans la partie précédente.
10. Recopier et compléter le programme python permettant de déterminer le premier
entier n tel que u,, < € pour un € donnée.

def f(x) :

return - - -

3.3 Etude de suite ou le premier terme est négatif

V1 = -2
Vn € N*vvn—i-l = f(vn)
11. Justifier rapidement que pour toutn > 2, —1 < v, <0.

On considere a présent la suite (v, )nen+ définie par {

12. Montrer que la suite (v, )n>2 est décroissante.
13. Conclure quand a la convergence de la suite (v;, )nen-
14. Ecrire les lignes de codes permettant de tracer le graphique suivant :

-0.6
-0.8 %
-1.0 Xox X X X X X X X X X X
-1.2
-1.4
-1.6
-1.8

-2.0y X

15. (a) Résoudre I’équation f(x) = —1 d’inconnue z.
(b) Montrer par 1’absurde que pour tout n € N*, v,, # —1.
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