[ DS 02 - Espaces vectoriels j

> Exercice 1: On considere la famille B = {(1,-1,2),(2,1,-1),(—1,—5,8)}
de R3.

1. Montrer que 3 n’est pas libre.
2. Montrer qu’elle n’est pas génératrice de R? et calculer le rang de la famille B.
1. Soit A, p et~y trois réels tels que A(1, —1,2)+ (2,1, —1)+~(—1, =5, 8) = Ogs.
Ona
A1, —1,2) 4+ (2,1, —1) + y(—1,-5,8) = Ops
S A+2u—7, = A+ p—57,22 — u+8y=1(0,0,0)
A4+2u— =0
Se=A+ p—5y=0
2= p+8y=0
A2 — v=0

fafgrh 31— 6y =0
20— p+8y=0
A2 — =
facigm2h 3u— 6y=0
— 5+ 10y =0
) A4+2u— v=0 A+2u— v=0
L3(—%L3 LQ(—%LQ
& 3u—6v=0 & w—2vy=0
p—2vy=0 p—2y=
L3<—<:_>TlL3 A +3y=0 L3<—<:_>T1L3 A = —3y
1% =2y poo=2y

Par exemple pour v = 1, on adonc —3(1, —1,2) +2(2,1,—1) + (—1,-5,8) =
(0,0,0) donc la famille B est liée.

2. Ce qui précede nous donne la combinaison linéaire
(—=1,-5,8) = 3(1,-1,2) — 2(2,1, 1),

donc on a
Vect(B) = Vect((1,-1,2),(2,1,-1))

. Comme {(1,—1,2),(2,1,—1)} ne sont pas colinéaire il s’agit d’une famille
libre. 1l s’agit donc d’une base de Vect((1,—1,2),(2,1,—1)) qui est donc un
sous espace vectoriel de dimension 2.

On a donc que B est une famille de rang 2 et comme la dimension de R? est
3 # 2, on en déduit que B n’est pas génératrice de R.

> Exercice 2 : On considere la famille B = {22?+3z+1, —2®+2%+3,32—1,1}
de Rg [.’L‘]
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1. Montrer que la famille B est une base de Rs[z].

2. Exprimer z° + 72% + 18z — 6 dans la base B.

1. Onobserve que deg (222 +3z+1) = 2, deg(—2*+2?+3) = 3,deg(3z—1) = 1
et deg(1) = 0 donc la famille B est une famille échelonnée de polyndmes de
R3], elle est donc libre.

Cette famille est de cardinal 4 et dim(R3[z]) = 3 4+ 1 = 4 donc la famille B est
une base de R3[x].

2. Cherchons les quatre uniques réels a, b, ¢ et d tels que
23472 +182 —6 =a(22® +3x+ 1) +b(z® + 2% +3) + ¢(3x — 1) + d.1.
Réécrivons cette égalité polynomiale :

23+ 72? +182 — 6 = a(22® + 32+ 1) + b(—2® + 2% +3) + c(3z — 1) + d.1
22 +3ax+a—bx® +bx? +3b+3ce —c+d=a2+ 72>+ 182 —6
& —br® 4+ (2a + b)2* + (3a+3c)r +a+3b—c+d =2+ 72* + 18z — 6

Par unicité des coefficients d’ un polynéme, on a que a, b, c et d est solution de

— b =1 b =1
2a+ b =7 2a —-1=7
<~
3a + 3¢ =18 3a + 3¢ =18
a+3b— c+d= -6 a+3b— c+d =—6
b =-1
a 4
<~
3c +12=18
a+3b— c+d = -6
b=-1
a= 4
=
c= 2
d+4—-3—-2=-6
a =
b=-1
<~
c =
d= -5

On a donc

2 4+ 72x? +182 —6 =422 + 3z +1) — (2® + 22 +3) +2(3z — 1) — 5.1.

> Exercice 3: Soit A € M,,(R). On pose

By ={X € M;,1(R) | AX =2X}.
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1. Montrer que E5 est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).

-1 7 5
2. On suppose a présent quen = 3et A = | =9 23 15 |. Déterminer une
12 —-28 18

base de Fs.
1. Montrons que E est un sous-espace vectoriel de M, (R) a1’aide de la définition
d’un sous-espace vectoriel.
— E est composé de matrices de M,, 1 (R) donc E; C M, 1(R);
— Ona A0, =0, donc 0,1 € E5 donc Ey # 0;
— Soit (X,Y) € E3 et soit A € R, montrons que AX + Y € E. On a par
hypothése AX = 2X et AY = 2Y. On en déduit
AMNX +Y) = MAX + AY =20X +2Y =2(AX +Y).

On a donc bien que AX +Y € Fs.

E, est donc bien un sous-espace vectoriel de M,, 1 (R).

x
2. Soit X =y ].Ona
z
-1 7 5 T T
XebsoAX=2X< -9 23 15 vyl =2y
12 —28 -—18 z z
—x+ Ty + 5z 2z
S| -9 +23y+ 152 | = | 2y
122 — 28y — 182 2z
-3+ Ty + 52 0
S| 92 +2ly+ 152 | =10
122 — 28y — 20z 0

—3z+ Ty+ 5z=0
S92+ 21y+ 152 =0
122 — 28y — 202 =0

=3z + Ty+ 5z =0
Lo+IL3—3L, 0=0
122 — 28y — 20z =0
—3x + Ty + 5z =0
L3<—1<%+4L1 O _ O
0=0

& —3x+Ty+52=0&3z="Ty+ 5z
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7 5
SX=y i{’ +z %
0 1
ANA
& X e Vent Z{’ , %
0 1
ANE
On en déduit donc que Fy = Vext Z1’> , 8 et comme la famille
0 1

est composée de deux vecteurs non colinéaires elle est libre.

O W=
— oWl

On en déduit donc que est une base de Fj.

O =Wl
— oWl ot

DS 02 - ECG 2 - 2024/2025 4/ 4 Lycée Jean-Jacques Rousseau



