ANNEE SCOLAIRE 2024/2025 B
= i

Devoir maison n°1 .
Lycée 2 .

A rendre le 04/11/2024 Jean:zJacques
:ROUSSEAU

1 Informatique

1.1 Dichotomie

1. Décrire le principe de la recherche d’une solution par dichotomie.

foo R{-1} - R . . :

2. On pose - 2o 14_3 . Ecrire une fonction python f qui
T+

prend en argument x et qui renvoie la valeur f(z) et les lignes de code permet-

tant de tracer la courbe de f sur [—0.5, 8] ainsi que la droite d’équation y = 5

sur le méme graphe.
3. Déterminer le nombre de solution de I’équation f(x) = 5.

4. Recopier et compléter la fonction python Dichotomie qui se trouve en annexe et
qui prend en arguments a,b (o —1 < a < b) et € et qui renvoie une approxi-
mation d’une solution de 1’équation f(x) = 5 a € si cette solution est dans [a, b].
(On supposera la fonction f écrite a la question 2 déja implémenté en Python.)

1. La recherche par dichotomie permet de rechercher la solution d’une équation
que I’on sait contenue dans un intervalle fini. On divise la taille de ce dernier par
deux a chaque itération de 1’algorithme ce qui nous permet de localiser de plus
en plus précisément la solution recherchée.

En général on utilise la monotonie d’une fonction pour savoir quelle moitié de
I’intervalle on conserve a chaque itération.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x) :

return (X*x2-x+3)/(x+1)
X = np.linspace(-0.5,8,1000)
Y = [f(x) for x in X]
Y2 =[5 for x in X]
plt.plot(X,Y)
plt.plot(X,Y2)
plt.show()

3. La fonction f est un quotient de polyndmes dont le dénominateur ne s’annule
qu’en —1 donc f est de classe C>° sur R\{—1} et pour tout x € R\{—1},ona

oy -1 (z+1)— (2 —x+3).1
2?4 2r—z—-1-24+2-3
B (x+1)2
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242 —4

(z+1)2
Le discriminant de 2 + 2 — 4 est 4 — 4.1.(—4) = 20 qui est strictement
positif donc les deux racines de ce trindme sont o = ’Q’T‘/ﬁ = —1—-+V5et
g = 72%\/% = —1 + /5. On en déduit le tableau de signe et de variations
suivant :
T —00 o -1 +00
f'(x) + 0 -
—00 —00 f(B)
par calculs de limites classiques.
Ona
f(Oé) _ (71 _ \/5)2 _ (71 — \/g) +3
-1-v6+1
142545414543 10435
-5 V5

=-2V5-3<5

et
iy = VO CLEVE) 9
-1+v5+1
1-2V54+5+1-v5+3  10-3V5
V5 V5
=2v/5-3<5

On observe donc que 5 ¢ f(] — oo, —1[) et5 € f(] — 1, 8]) =|f(8), +oo[ ainsi
que 5 € f(]5, +o0[) =|f(8), +oo[. Comme f est continue et strictement mono-
tone sur | — oo, 3] et sur |3, +-o00[ donc par théoréme des valeurs intermédiaires
il existe exactement deux racines a I’équation f(z) = 5 dont une sur ] — 1, 3] et
la seconde sur |3, +00[.
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def Dichotomie(a,b,Eps) :
if (f(a)-5)*(f(b)-5)>0:
return "Pas d’unique solution entre a et b"
elif f(a)>5:
¢ = (a+b)/2
while b-a > Eps :
if f(c)>5:
a=c
¢ = (a+b)/2
else :
b=c
4. ¢ = (a+b)/2
return ¢
else :
¢ = (a+b)/2
while b-a > Eps :
if f(c)<5:
a=c
¢ = (a+b)/2
else :
b=c
¢ = (a+b)/2
return ¢

1.2 Une suite récurrente

foRL o
x g

ug € RY etpourtout n € N, up 1 = f(un).

. R . N
On pose la fonction «+2 €t on considere la suite définie par

1. Justifier que I’équation f(x) = = admet exactement une solution « sur R* et la
calculer.

2. Donner les lignes de code python permettant de tracer sur le méme graphique la
courbe de f et de la droite d’équation y = z sur [0.01, 3].

On se propose a présent d’illustrer informatiquement la progression de la suite pour
un ug donné. Pour cela on va relier le point (ug,ug) & (uo, u1) puis & (u1,u1) puis a
(u1,uz) et ainsi de suite. Par exemple pour ug = 3, on trouve le graphique associé en
annexe.

3. Ecrire la liste des abscisses et la liste des ordonnées permettant de tracer les
segments décrit ci-dessus jusqu’au point de coordonnée (us, ug).

4. Ecrire une fonction python Suite prenant en arguments n et ug et qui renvoie ,.

5. Recopier et compléter la fonction ProgressionSuite qui se trouve en annexe et qui
prend en argument n et ug et qui permet de tracer le dessin rechercher jusqu’au
point (ty,, f(u,)). (On suppose les codes précédents déja implémenté dans Py-
thon.)

1. Onpose g : © — f(x) — x. 1l s’agit d’une fonction de classe C*> sur R en tant
que quotient de polyndmes ne s’annulant pas sur R* auquel on ajoute un autre
polynome.
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—(r 2 2
On a pour tout z € R%, ¢/(x) = = (“;;"2)'1 —1= _Qm_f = —mm;” < 0. gest
donc strictement décroissante sur RY .
De plus lim+ g(x) = oo et lir}rl g(x) = —oo donc 0 € g(R* ) donc comme
r—0 T—r+00

g est continue, par le théoreme des valeurs intermédiaires, 1’équation g(z) = 0
admet une unique solution sur R soit I’équation f(x) = 2 admet une unique
solution sur R* que I’on note a.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
X =np.linspace(0.01,3,1000)
2. | Y =[(x+2)/x for x in X]
plt.plot(X,Y)

plt.plot(X,X)

plt.show()

3. Laliste des abscisses recherchée est [ug, ug, w1, U1, U, Us, Us, Ug, Ug, Ug, Us, Us]
et la liste des ordonnées recherchée est [ug, w1, w1, Ug, g, U3, Uz, Ug, Ug, Uy, Us, Ug].

def Suite(n,u) :
4 for k in range(n) :
' u=(u+2)/u
return u

def ProgressionSuite(n,u) :

U = [Suite(k,u) for k in range(n+1)]

XP =[]

YP =[]

for k in range(n) :
XP = XP + [U[k],U[K]]
YP = YP + [U[k],U[k+1]]

plt.plot(XP,YP)

X =np.linspace(1,u+1,1000)

Y = [(x+2)/x for x in X]

plt.plot(X,Y)

plt.plot(X,X)

plt.grid()

plt.show()

2 Espace vectoriel
Soit n € N*. Soit A € M,,(R) et pour tout A € R on pose
Ey={XeM,1(R)| AX = \X}.

1. Montrer que E, est un espace vectoriel réel.
1 -3 1 =5
2 0o -2 2
-3 -3 5 -9
-2 0 2 =2
2. Donner les lignes de code Python permettant de calculer A* — 443 + 4A2.

On pose a présent A =
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Les lignes de codes précédentes renvoie la matrice 04.
3. Factoriser le polynome z# — 423 + 422,

4. On note Ay et Ay les deux racines du polyndme précédent (on suppose que Ag <
A1)

(a) Déterminer une base By de Ej,,.
(b) Déterminer une base 3; de L}, .
(c) La famille By U B; est-elle une base de My 1(R)?

1. Montrons que E est un espace vectoriel en montrant qu’il s’agit d’un sous-
espace vectoriel de M,, 1 (R). Vérifions les trois points de la caractérisation des
sous-espaces vectoriels :

— On observe que E est composé de vecteurs de M,, 1 (R) donc trivialement
FE\ C Mn,l (R)
— Le vecteur nul 0,, ; estun élément de £y car A0, 1 = 05,1 et A0y 1 = 0y 1.

— Soit X et Y deux éléments de E) et soit ;1 € R, montrons que uX +Y €
E)\. On a par hypothese AX = A\X ainsi que AY = \Y.
Ona

ApX +Y) = pAX + AY = pAX + Y = A\ puX +Y)

etdonc on abien uX +Y € F,.

E, est donc bien un sous-espace vectoriel de M,, 1 (R) et donc un espace vecto-
riel réel.

import numpy as np

import numpy.linalg as al

A =np.array([[1,-3,1,-5],[2,0,-2,2],[-3,-3,5,-91,[-2,0,2,-21])
al.matrix_power(A,4)-4xal.matrix_power(A,3)+4xal.matrix_power(A,2)

3. Ona

ot — 42 4+ 42? = 2% (2 — da + 4) = 2% (z — 2)%.
4. Onpose \g =0et Ay = 2.
x

(a) Soit X = .Ona

~+ N <

X€EE\, & AX =04, & 2 0 =2 2

SRS NS
oo oo

-2 0 2 =2
r—3y+ z—95t=0
2z —224+2t=0
—3x—-3y+52—9t=0
—2x +22—-2t=0
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r—3y+ z—5¢ =0

Lo Ly +Lo 2z —2z+4+2t =0
-3z — 3y + 52 —9¢ =0
0=0

r— 3y+ z— 5t=0

Falgrdin Loy — 224 2=0

— 12y +82—-24t =0
r— 3y+ z— 5t=0

Laclg=2h 6y — 4z + 12t =0
—12y4+82—-24t =0
r—3y+ z— 5t =0
Lotfgtals 6y —dz+12t =0
0=0

Lo+l |z —3y+ z—-5t=0
hd 2
y—352+2t=0

L1<—I<g>+3L2 x — 22+ t=20
y—352+2t=0
z—t 1 -1
2 2
22— 2t £ -2
_ | 3% — 3
& X = . =27 +1 0
t 0 1
1 -1
2 -2
3
& X e Vect i1 o
0 1
1 -1 1 -1
[ 1NE
On a donc Ey, = Vect i1l o et comme | 3 | et 0
0 1 0 1
ne sont pas colinéaires ils forment une famille libre et on en déduit que
1 -1
2 —
By = i o est une base de E,.
0 1
x
(b) Soit X = Z .Ona
t
1 -3 1 =5 x x
. 2 0o -2 2 vyl Y
Xeb, ©AX=2X & 3 -3 5 _g . =2 .
-2 0 2 =2 t t
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r—3y+ z—5t=2x
2x — 2242t =2y
~
=3z — 3y + 52— 9t =2z
—2x + 2z -2t =2t
—x—3y+ z—5t=0
20 — 2y — 22+ 2t =0
=
—3r—3y+32—-9t=0
— 2y
—r—3y+ z—-5t=0
Lot 3 Lo rT— Y- t=20
=
—3r—-3y+32—9t=0
— 2y —2t=0
- —3y+z2z—5t=0
L3+—3Ls r— y—z+ t=0
-~
r+ y—z+3t=0
— 2y —2t=0
—x—3y+z2—-5t=0
Ly+—3L4 rT— y—z+ t=0
~
r+ y—z+3t=0
Y + t=0
—r—3y+z2z—-5t=0
Lytfy=L» ) T~ y—z+ t=0
2y +2t=0
Y + t=0
—x—3y+z—>5¢ =0
LyLs—214 r— y—z+ t =0
0=0
+ t =0
—r—3y+z—5t=0
Lacfgth —dy  —4t=0
Y + t=0
—x—3y+z—5¢t =0
L2<—L —4L3
0=
t =
-z =0
L1<—[<%+3L2 0_0
y =
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(©

z—2t 1 —2
—t 0 -1
&S X = . =2y +t 0
t 0 1
1 -2
0 -1
& X € Vect R
0 1
1 -2 1 -2
0 -1 0 -1
On a donc E), = Vect ] o et comme 1 et 0
0 1 0 1
ne sont pas colinéaires ils forment une famille libre et on en déduit que
1 -2
0 -1
B = o est une base de £}, .
0 1

Comme M, 1 (R) est de dimension 4 et que By U3 est de cardinal 4, pour
montrer qu’il s’agit d’une base de M,, 1 (R), il nous suffit de montrer qu’il
s’agit d’une famille libre.

Soit (A, i, 7,9) € R* tel que

1 -1 1 -2 0
2 -2 0 -1 0
3 —

A i1 + u 0 + 1 +6 0 0
0 1 0 1 0

Cette équation vectorielle se traduit par le systeme suivant :

A— p+7v—-2=0 nw=0
EN-2u - 6=0 SAN=2u=0
Iz + 0=0 pw=—0

SA=pu=7=6=0

On en déduit donc que By U By est une famille libre et donc une base de
Mn, 1 (R) .

3 Intégrales

Les deux questions sont indépendantes :

+oo -1
0 t3+1dt.

1. Etude de

(a) Factoriser le polyndme ¢ + 1.
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(b) Déterminer a, b et c trois réels tels que pour tout ¢ € R,

tfl_ at +b n c
B+1 2—t+1 t+1

(c) En déduire la nature de 1’intégrale O+°° ttgjrll dt et donner sa valeur dans le

cas de convergence.
2. Etude de [©27 2~ dt.

(a) Etudier I’intégrale impropre f0+°° t2e~tdt.
(b) Etudier I’intégrale impropre fi)oo t2e7tdt.

(c) Conclure quand a la nature de fjo(f t2e~t dt et donner sa valeur dans le
cas de convergence.

1. (a) On observe que —1 est une racine évidente de > + 1 car (—1)%> + 1 =
—1 + 1 = 0. Réalisons la division euclidienne de ¢34+ 1 par t + 1 :

t3 +1 t+1
—(t3 +t%) t2—t+1
-2 41
(2
t+1
—(t+1)
0
Onadonc que t3+1 = (t+1)(t? —t+1) et le discriminant de t* — ¢ + 1 est
(—1)? — 4.1.1 = —3 qui est strictement négatif donc le trindme % — ¢ + 1

n’admet pas de racine et ne peut pas plus se factoriser. On a donc
B +1=(—t+1)(t+1).
(b) Soit (a,b,c) € R3etsoitt € R;.Ona

at+b c  (at+Db)(t+1) (c(t* —t+1)
t?—t+1+t+1*(t2—t+1)(t+1) (t—1)(t2—t+1)
at®> +bt+at+b+ct? —ct+c
B 3+ 1
(a+c)t?+(a+b—c)t+b+c
341

Pour avoir 1’égalité recherchée, on doit avoir I’égalité polyndmiale t — 1 =
(a+c)t? + (a+b—c)t+b+c et par unicité des coefficients d’un polyndme,

on a
a +c=0 a = —c a %
a+b—c=1 & —3c—-1=1 & c=-2
b+c=—1 b =—-l-c b -3

On a donc pour tout ¢t € R :

t—1 1 2t—1 2 1
B4+1 32—t+1 3t+1
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(c) Comme #> + 1 ne s’annule pas sur R, on en déduit que ¢ t’;,jrll est

continue sur R en tant que quotient de polyndmes dont le dénominateur
ne s’annule jamais. Soit A € R% etl’ona

A A A
t—1 1 2t —1 2 1
[ aptt=g [ meyd-s [ ot
o t3+1 3)o t2—t+1 3Jo t+1

= SlIn(#? — ¢+ 1] — 2 (e + 1))

= %(m(A? —A+1)—In(1)) — ;(ln(A +1) —1In(1))

(A2 —A+1)—2In(A+1) _ 1 A2 —A+1
B 3 (A+1)2

s - : A1 5, 1 1-0+0) _
Par continuité du logarithme, on a ALHEOO I wrpdt = 3ln (W) =

£In(1) = 0. L'intégrale 0+O° tgj_ll

“+o0
t—1
o B+1

2. Onobserve quet — t?e~t, ainsique t ~— 2, +> tett — e~ sont des fonctions
de classe C! (et donc continue) ce qui nous permettra de pouvoir intégrer toutes
ces fonctions et de réaliser des intégrations par parties a 1’aide de multiples de
ces dernieres.

(a) Soit A€ R;.0Ona

A A
/tze’tpar:IPP[ftQG’t]g‘f/ —ote~tdt

0 0

dt est donc convergente et I’on a

A
=A% A+ / 2te tdt
0

A
PP A2e=A 4 ([—2te_t]64 — / —Qe_tdt>
0

= A% — 24 4 2[—e7!)p)
=A% 24 4 2(—e M+ 1)
=2 (A2 +24+2)e 4

Par croissance comparée, ona lim fOA f(t) dt =2 —0 = 2 donc I'inté-
A—+oo

grale impropre f;oo t2e~t dt est convergente et ’on a

+oo
/ t2e tdt = 2.
0
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(b) De méme, pour A € R_.On a
0 0
/ 126t U [ y2,-10 / —otetdt

JA A

0
= A% 4 +/ 2te tdt
A

0
palPP g2e-4 4 <[—2te‘t]?4 —/ —Qe_tdt>
A

= A%e A 4244 4 2[—e7 Y
=A% 4247 £ 2(—1+ )
2 2

_ 2 —A _ 2 —A

—72+(A +2A+2)6 —*2+A6 <1+A+AQ>
Ona Alim fj f(t) dt = +oc donc I’intégrale impropre (LOOO t2et dt est

——00
divergente.
(c) Lintégrale doublement impropre | _+:O° t?e~" dt est divergente car | EOO t2etdt

est divergente.

4 Polynomes et séries numériques
On considere la famille de polyndéme B = { Py, Py, P, P3} définie par :

— Py(z) = (z + 1)(z + 2)(x + 3) — Py(z) =z(x+1)(z+3)
— Pi(z)=x(x+2)(x +3) — Py(zx)==z(x+1)(x+2)

1. Montrer que la famille B est une famille libre de R3[z]. (On pourra évaluer une
équation vectorielle en certains valeurs de ).

2. En déduire que B est une base de Rs[z].

3. Exprimer 322 + 7x + 6 dans la base B.

RN . N * _ 3n2+7n+6
On considere la suite (u,, ), en+ ol pour tout n € N*, u,, = T CES) Ry )

4. Justifier a I’aide d’un théoréme de comparaison que la série de terme général u,,
est convergente.

5. Déterminer quatre réels a, b, c et d tel que pour tout n € N*,

a b c d

un:ﬁ+n+1+n—|—2+n—|—3'
+oo
6. En déduire la valeur exacte de > u,,.
n=1

1. Soit (Ag, A1, A2, A3) € R* tel que
)\OPo(x) + P (J’J) + /\QPQ(I‘) + /\3P3(JJ) =0.
En évaluant I’équation précédent en x = 0, on a

)\O,P()(O) + )\1P1(0) + )\QPQ(O) + )\3P3(0) =0« 6)\() =0
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donc \g = 0.
De méme, on a en évaluant I’équation en x = —1, on a

)\1P1(71) + )\QPQ(*l) + )\3P3(71) =0& -2\ =0

donc \; = 0.
On évalue a présenten r = —2,0on a

AP (=2) + A3P3(—2) =0 & 2)5 =0
donc \y = 0.

Il nous reste donc A3 Ps(x) = 0 or P étant non nul on a A3 = 0.
On en déduit donc bien que B est une famille libre de R3[x].

2. La famille B est libre et on a que dim(R3[z]) = 3 + 1 = 4 = Card(B) donc B
est une base de Rs[z].

3. Comme B est une base de R3] il existe un unique quadruplet de réels (Ao, A1, A2, A3) €
R* tel que

Mo Po(x) + A Py (z) + Mo Pa(z) + A\3P(z) = 32 + T + 6.

On évalue cette égalité en 0,—1,—2 et en —3 ce qui nous donne le systéme sui-
vant :

Ao Po(0) + A1 Pi(0) + Ao Po(0) + A3P(0) = 3.02 + 7.0+ 6

MoPo(=1) + A Pr(=1) + Ao Po(—1) + A3 P3(—1) = 3.(=1)> + 7.(=1) + 6

MNoPo(=2) + M Pi(=2) + Ao Po(—2) + A3 P5(—2) = 3.(—2)* + 7.(-2) + 6
(=3) + Ao Po(—3) + A3 P3(—3) = 3.(=3)2 + 7.(=3) + 6

MPo(=3)+ M Py
6)\() = 6 )\() = ].
N -2\ =2 - A =-—1
20y =4 Ay =2
—6A3 = 12 A3 = —
On a donc

32% + T2 + 6 = Py(2) — Py(z) + 2P3(x) — 2Py ().
4. (uyn)nen~ étant une fraction rationnel, on a

3n? 3n? 3
n—+o0o0 N.N.N.N n

Par théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs et par convergence
de la série de Riemann de coefficient & = 2 > 1, on a que la série numérique de
terme général u,, est convergente.

5. Par la question 3, on a pour tout n € N,

P]_(’fl) - Pg(n) + 2P3(n) — 2P4(n)
n(n+1)(n+2)(n+ 3)
1 1 2 2

n n—|—1+n—|—2_n—|—3

Up =
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N
6. Soit N € N* et calculons ) .
n=1

N N1 N 1 N 1 N 1
;un:;;_;nJrl—i_ ZIL+2_ nZ::anrZ%
N N+1 N N+1
1 1 1 1
=N 42y 9
DT r Tl P
n=1 k=2 n=1
N N N N
1 1 1 1 1 1 1
== - - - 49 —
B 1 2 2 5 1 2
- N+1 3 N+3 3 N+1 N+3

Onaainsi lim > u,=32-0-—0= 2 Onaainsi
N :

g
§
|
o

5 Probléme : Série de Bertrand

L’objectif de ce probleme est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme : Soit (o, ) € R?. La série numérique ) =iy, dites
n>2

série de Bertrand, est convergente si et seulement si

a>1lou (a=1et f>1)

On note pour tout n € N\{0;1} u,, =

1
n*(In(n))Pf *

1. Cas a < 0 : Justifier que dans ce cas la série diverge grossierement.

2. Casa € [0,1]: Justifier que % =05 (uy,) puis conclure dans ce cas.
—_— n—-+0oo

3. Casa>1:

(a) Déterminer une suite (vy,)nen+ tel que u, = o (vp,). (On pourra faire
n—-+oo
intervenir une constante ¢ €]1, «[.)

(b) Conclure dans ce cas.

4. Casa = 1let 8 <0: Justifier par comparaison avec une série bien connue la
divergence de la série de Bertrand dans ce cas.

5. Casa=1let3 >0
f o 2,400 — R
—

(a) On pose " 1 . Dresser le tableau de variation

z(In(x))?

complet de f sur [2, +00].
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(b) Montrer que pour tout n € N\{0,1},ona

n+1

(c) En déduire que pour tout N € N\{0,1}, ona

N+1

N+1 N
Zung/ FO)dt <> up
n=3 2 n=2

(d) Endéduire que la série de Bertrand > w,, etI’intégrale impropre [’° f(t) dt
n=2
ont la méme nature.

(e) A T’aide du changement de variable 2z = In(¢) calculer pour tout (a,b) €
2, +oo?, f; f(t) dt. (On pourra séparer le cas § = 1 du cas 5 # 1.)
(f) En déduire pour quelles valeurs de S I’intégrale impropre f;o f(t) dt est
convergente.
(g) Conclure quand a la série de Bertrand.
6. Démontrer le théoreme.
On observe dans un premier temps que pour tout entier n > 2, u,, est strictement
positif.
1. On observe que pour tout entier n > 2, u,, = ﬁ ot —a > 0 donc (par
croissance comparée si § > 0) on a liar_l Uy, = 400 donc la série de Bertrand
n—-+oo
diverge grossierement dans ce cas.

. . 1 o B B
2. Soit un entier n > 2 et I'onona = = =~ (lr;(")) = (%Q) et comme

1
1 — a > 0, on a (par croissance comparée si > 0) que lim - = 0 donc
n—-+oo Un

l =
n n—>o+oo (un)

Par théoreme de comparaison sur les séries numériques a termes positifs et comme
la série harmonique est divergente, on en déduit que dans ce cas la série de Ber-
trand est divergente.

3. (a) Soit 6 €]1,a] (on peut prendre HTQ par exemple) et on pose pour tout
n € N* v, = %
On a pour tout entier n > 2,

Up, nd 1

vn — no(l(m)? "~ ne=(In(n))?
Comme o — § > 0 par définition de J, on a (par croissance comparée si

<0) lim *¥= =0doncu, = o (v,).
B )n—>+oo Un " n~>+oo( n)

(b) Par théoréeme de comparaison sur les séries numériques a termes positifs
et comme la série de terme générale v,, est convergente en tant que série
de Riemann de coefficient 6 > 1, on en déduit que dans ce cas la série de
Bertrand est convergente.

4. Soit un entier n > 3, alors In(n) > 1. Comme —3 > 0, on a (In(n))™* > let
-8

donc % > % soit wu,, > % et par théoréme de comparaison sur les séries a

termes positifs, comme la série harmonique est divergente, la série de Bertrand

est également divergente dans ce cas.
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5. (a) Lafonction f est de classe C*° sur son ensemble de définition en tant que
produit et puissance d’un polyndme et de la fonction logarithme ne s’annu-
lant jamais sur [2, +0o]. On a de plus pour tout z: € [2, +o0],

(In(2))” + B (In(x))"

) = = P
O R B R
z2(In(x))?# z2(In(z))s+1

Ona f(2) = gz et im f(z) = 0 (si B < 1, l'utilisation de la

croissance comparée est nécessaire). On en déduit donc le tableau de varia-
tion suivant :

1
2(In(2))7
f \

(b) Soit un entier n > 2. On a que f est décroissante sur [n, n + 1] donc pour
tout t € [n,n+ 1], ona f(n+ 1) < f(t) < f(n). On remarque que
f(n+1) = upyq et f(n) = uy. En intégrant 1’inégalité sur [n,n + 1] on

a:
n+1 n+1 n+1
/ Uy dt < / ft)dt < / Uy, dt
" n+1 " n+1 " n+1
@unﬂ/ 1dt§/ f(t)dtgun/ 1dt

n

0

n+1
S unnlty < [ ) de <l
n

n+1
@un+1(n+1—n)§/ f)dt <u,(n+1—n)

n
n+1
S Upr1 < / f(t) dt < uy
n

(c) Soit un entier N > 2. On somme I’inégalité précédente pour tout n €
[2, N] etT’on a

N N n+1 N
Sun<d [ rwasdu,
n=2

n=3“" n=3
N+1 N+1 N
@Zukg/ F)dt <>
k=3 2 n=2

par utilisation de la relation de Chasles.
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(d) La série de Bertrand étant a terme positif, elle est convergente si et seule-
ment si sa somme partielle est bornée.

fN+1

Si [,° f(t) dt est convergente alors 5

lim f(t) dt est convergente
N—+oc0
N+1 -
donc par I'inégalité précédente, . wuy, est bornée par [, f(t) dt donc la
n=3

série de Bertrand est convergente.

Réciproquement si [, f(t) dt est divergente, f2N+1 f(t) dt est di-

lim
N—+oc0
N
vergente donc par 1’inégalité précédente, > wu,, est diverge également par
n=2
comparaison donc la série de Bertrand est divergente dans ce cas.

On a donc bien que la série de Bertrand et f;o f(¢) dt ont la méme nature.
(e) Soit (a,b) € [2,+c[>. Ona

b In(b) dx
Ft) dt = / =
/a ( ) In(a) zh

Sig=1,0na [} f(t)dt = [In(z))]}s) = In(In(b)) — In(In(a)).

. b 1 In(b) 1 1
Siff # 1 ona [, f(t)dt = {_WLH(G) = %5 (wor= — @)

. . A . B _
(f) Sip=1,0na Agr_{_loo f5 f(t)dt = Al_lﬁloo In(In(4)) — In(In(2)) = 400
donc dans ce cas I'intégrale impropre est divergente.
Sig<1l,ona

=

' A ) 1 1 1
A [ a2 (G ) =

car # — 1 < 0 donc dans ce cas I’intégrale impropre est divergente.
Sig>1,ona

) A B ) 1 1 1 . 1
[ rwa= i (G way) = oo

car 5 — 1 > 0 donc dans ce cas I’intégrale impropre est convergente.
L’intégrale impropre f;oo f(t) dt converge donc si et seulement si 8 > 1.

(g) La série de Bertrand et I’intégrale impropre f;oo f(t) dt ayant la méme
nature, la série de Bertrand ne converge que si et seulement si 5 > 1.

6. On a vu précédemment que la série de Bertrand diverge pour o < 1, converge
pour o > 1 et dépend intégralement de (5 dans le cas a = 1.
Dans le cas a = 1, la série de Bertrand converge si et seulement si 5 > 1.
En centralisant tout les résultats la série de Bertrand est convergente si et seule-
ment si
a>1ou (a=1et f>1).
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