[ DS 04 - Comparaisons de suites réelles. j

> Exercice 1 :
1. Enoncé les trois équivalents usuels.

2. Montrer que pour une fonction f dérivable en 0 telle que f'(0) # 0 et que pour
une suite (uy)nen non nul & partir d’un certain rang et convergente de limite
nulle, on a f(uy,) — f(0) ~ 1 (0)uy,.

n—-+00o

3. Démontrer les trois équivalents usuels.

1. Voir le cours!

— f(0
2. Comme f est dérivable en 0, on a que la limite de M existe quand x
X
— f(0
tend vers 0 et lirr%) w = f’(0). Comme f'(0) # 0, on a également
r— >

o 1@ = F(0)

50 J0)

De plus, comme f est dérivable en 0, f est également continue en O et on en

déduit que

we PO

donc par caractérisation des équivalents, on a

flun) = f(0) ~ f(0)un.

n—-+oo

3. Soit une suite (uy,),en non nul & partir d’un certain rang et convergente de limite

nulle.
— On pose f : x +— In(1 + ). II s’agit d’une fonction de classe C* sur
1
-1, et pour tout x €] — 1, ,ona f'(x) = .
J — 1, +oo] et pour tout & €] — 1, +ocl, ona f/() = 14—

On en déduit donc
In(1 + wy,) W U
— On pose f : x — exp(x). Il s’agit d’une fonction de classe C* sur R et
pour toutz € R,ona f'(x) = e”.
On en déduit donc
exp(u,) — 1 W Une
— Soit @« € R. On pose f : « — (1 + ). 1l s’agit d’une fonction de
classe C*° sur R\{—1} (sur R si & > 0) et pour tout z € R\{—1}, ona
f(@) = a1 +2)> .
On en déduit donc

(IT+u)*—=1 ~  «Qup.

n—-+oo

> Exercice 2 :

1. Rappeler la définition et la caractérisation des relations de négligeabilité des
suites.
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2. Dans chaque cas dire si il existe une relation de négligeabilité entre les deux

suites :
1
(a) Pour tout n € N\{0;1}, u,, = 2 etv, = o —
2 2
1
(b) Pour toutn € N*, u,, = n etv, = not
n+1 n

(¢) Pourtoutn € N*, u,, = e" etv, =n"

1. Voir le cours!

2. On observe que pour chaque cas pour tout n € N\{0; 1}, u,, et v,, sont des réels

non nuls.
(a) Ona
Un, n4n,1 n? 1
[ E Y - 1
U, - nt—1 n (1 — 174)
. Un
Onaalors lim — =0donconav, = o (uy,).
n—-+oo Uy, n—-+oo
(b) Ona
2
. n-_ 3
Un n+1 n 1

v 2H T D@D (1+3) 1+ %)

n?

On aalors lim

=ldonconawu, ~ wv,doncen particulier on a
+oo

n—-+oo Un, n—
aucune relation de négligeabilité entre ces deux suites.
(¢c) Ona
n n
Un _ & _ ¢  _ .n(-ln(n)
Up, nn enIn(n)
. Unp, . X
Onaalors lim = lim e* =0donconau, = o (vp).
n—+00 Uy X——00 n——4o0o

> Exercice 3 :
1. Rappeler la définition et la caractérisation des relations d’équivalences des suites.

2. Déterminer un équivalent simple de chacune des suites suivantes :
1 1
a) (u ou pour tout entier n > 2, u,, = —— —

(b) (vn)nen+ ol pour tout n € N*, v, = (1 + E) pour x € R.
n

2 e
In(n +1) — In(n)

(¢) (wy)nen+ ol pour tout n € N*, w,, =

1. Voir le cours !
1—-(n—-1
2. (a) On observe que pour tout entier n > 2, on a u,, = n+—(n) =
(n—1)(n+1)
2 2

[and I
n? — 1 n—+oo n?
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(b)

(©

T T
On a pour tout n € N*, v,, = exp (n In (1 + 7)> orcomme lim — =
n n—-+oo N

O,ona
nln(l—&—E) ~ nfzx.
n

n—-+4oo n

On a donc en particulier que lim nln (1 + —) =z donc lim v, =
n—+00 n n—+400

e et comme e” # 0, on a
xT

(Y ~ e,
n n—-+oo

Procédons par équivalent de quotient. Soit n € N*.
Ona

 (AFI-VR(WAFI+ V)
vVn+1—+/n= Jnti+n

_ n+1l—n

e

= 1 .
()

/ 1
On en déduit donc, comme lim ( 1+n+1>:\/1+0+ﬁ:2

n—-+o0o
1
d - ~ .
onc vn + \/ﬁn—H—oo NG
De plus,

1 1 1
In(n+1) —In(n) =1n <n—l— > =In <1+) ~ =
n n ) n—+oomn

. 1
car lim — =0.
n—+oo n
Par quotient, on a donc
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