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DS 05 - Séries numériques j

> Exercice 1 :

1.

. En déduire que la série Z

Montrer que la famille B = {1,z,z(x — 1), z(x — 1)(z — 2)} est une base de
Rg[x]

. Déterminer les coordonnées de z:® + 222 — 42 + 1 dans cette base.

n4+2n2 —4dn+1

' est convergente et calculer sa
n!

n>0
somme

. La famille B est une famille échelonnée de polynomes, elle est donc libre. De

plus, elle est de cardinal 4 et dim(R3(x)) = 4 donc B est une base de Rs[z].

. On pose P(z) = 2 4 22? — 4z + 1. Il existe donc quatre réels \, 11,y et § tels

que P =X+ px+~yx(x — 1)+ dz(z — 1)(z — 2).Ona

P(z) = A+ px + y2* — yo + 02® — 302% + 26w
=62% + (v = 30)2® + (p— v +26)x + A

Par unicité des coefficients d’'un polynéme, on a

o0=1 0=
y—30=2 y=5
~
w—y+20=-4 w=-1
A =1 A= 1
On a donc
Plz)=1—az+5z(x—1)+z(z —1)(x —2).
34+2n?—4 1

. On pose pour tout n € N, u,, = Ul nt . Soit N un entier valant au

n!
moins 3, on a alors :

N N pn N 1—-n+5nn—-1)+nn—1)(n—2
S Gl (2214 ntn 10 2]

n=0 n=0
N N N N
1 n nin—1) n(n —1)(n — 2)
Sy LSy s
| Z | | |
n=0 n n=0 : n=0 n n=0 n
N N N
B 1 n n(n —1) n(n —1)(n — 2)
=D gt Tt T,
n=0 n=1 n=2 n=3
N N N N
1 1 1 1
=Y = - 5
2o e R S
B N ON-1y 5N72 | N3
gttt
n=0 k=0 k=0 k=0
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On reconnait des sommes partielles de séries exponentielles qui sont conver-
gentes donc par passage a la limite sur [V, on

NEIEOCZUH =e—e+ 5e+e=6e.

oo

La série E u,, est donc convergente et 1’on a E u, = be.
n>0 n=0

> Exercice 2 : Pour chacune des séries numériques suivantes, dire si elle est conver-
gente ou divergente (et sous quelle condition si nécessaire). Dans le cas de la conver-
gence on donnera la valeur de la somme de la série.

1
1.25

n>1

2. q"(ougeR)

n>0

3. Z ng" ! (ol g € R)

n>1

4. Zn(n— 1)¢" "% (ou g € R)

n>2

"™
5. Zﬁ(ouxeR)

n>0
Voir le cours !

> Exercice 3 : Déterminer la nature de chacune des séries numériques suivantes :

L Z n? + 3" +1In(n)

o l1+n+en
/ 1
E 2
2. >1(3n—|—n —7)( 1+712_1>

(n+2)%(n+5)3
> 7; n(n+3)3(n+4)3

A Zn4+3n+1

> o
5. z;)ln (1 + ) \{)
n>0

On notera a chaque fois u,, le terme général de la série que 1’on considerera.
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n [ n? In(n)
3 (37 1+ ) . n? In(n)
et Im —+4+14+—==
e (e +ne " +1)  notoo 30 3n

lim e ™ +ne” "™ 4+ 1 = 1 par croissances comparées. On a ainsi

n—4oo
3 n
Up n;\jroo <€) .
n

3 - R . .
Pour tout n € N, () est positif donc a partir d’un certain rang u,, ’est
(&

1. Pourtoutn € N,onau,, =

également. Par théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs, la série

n
numérique E Uy, a la méme nature que la série numérique E <) qui est
e
n>0 n>0

. . .3 . . .
une série géométrique de raison — > 1 donc divergente. La série numérique
e

Z u,, est donc divergente.

n>0
2. On observe que 3n+n>—7 est un polyndéme donc 3n+n2—7 ot n?. De plus
n—-+0o0
li 1 0 équivalent 14/1+ 1 ! 0]
comme lim - =0,ona paréquivalent usue 3 oo oz On

en déduit alors par produit que

9 1
U ~ nf—s=—.
" notoo | 212 2

. . . . 1
Deux suites équivalentes ayant la méme nature, on en déduit que lim w,, = 3
n——+oo

donc la série numérique E u,, diverge grossierement.
n>1
3. Par équivalent des polyndmes on a

nins
" n—-+oo nn%n% o ne
11 1 1 77 70 — 84 14
la=1+-+4-—c—o SR L e B L
R R T R TR O 120 = o

tout n € N, — est positif donc a partir d’un certain rang u,, I’est également.
n
Par théoréeme de comparaison sur les séries a termes positifs, la série numérique
E U, a la méme nature que la série numérique E — qui est une série de
n
n>1 n>1

Riemann de coefficient « < 1 donc divergente. La série numérique E Uy, €St

n>1
donc divergente.
4. Pourtout n € N, u,, est positif et par croissance comparée, ona lim nu, =0
n—-+oo
1 . 1
donc u, = o — |. Comme la série E — est convergente en tant que
n—+4oo n2 n2

n>1
série de Riemann de coefficient &« = 2 > 1, on a par théoreme de comparai-
son sur les séries a termes positifs que la série numérique E uy,, est également

n>0
convergente.
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—1)" —1)" —1)"
5. On observe que M ~ (=)"vn = ( 3) .
n?2+1 no+too n? nz

—1)"
On a alors lim (Z)J = 0 et donc par équivalent usuel, on a u,, ~
n—+oo n2 4+ 1 n——+00
(="

3
2

et donc

n

Par théoréme de comparaison sur les séries a termes positifs, la série numérique

g |un| & la méme nature que la série numérique g —5 qui est une série
nz
n>0 n>1

. . 3 L -
de Riemann de coefficient a = 5 > 1 donc convergente. La série numérique
E |u,| est donc convergente, soit que la série numérique E U, est absolu-
n>0 n>0

ment convergente et donc la série numérique E u,, est convergente.
n>0
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