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1 Quelques questions sur les séries numériques

Les deux questions sont indépendantes.

1. Déterminer la nature de chacune des séries numériques suivantes :
4 3
_ n"4+8n°+7"n—4
@ up = nt—7Tnd+3n+1

®) v, = In (”2375“)

n

©) wy = (m(uﬁ))e# 1+ﬁ<eﬁ 71) (,/1+ﬁ—1>
_ 3n°+2n+424
3’71

(a) Justifier la convergence de la série > w,, & I’aide d’un théoréme de com-
n>0

2. On pose pour tout n € N, u,,

paraison.

—+oo
(b) Calculer > w,.

n=0
2 EML 1992
1 —
On note / 1, +o0] 1 et pour tout n € N tel que n > 2, on note
x = z In(z)

Sn = Z f(k')
k=2
1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.
2. Montrer, pour tout entier k tel que k > 3 :
k
fk) < () do < f(k—1).
k—1

3. (a) Montrer, pour toutn € Ntelquen > 2:

1 " 1
21n(2) = /2 f(@) dw < Sn = nin(n)’

(b) En déduire, pour toutn € Ntel quen > 2:

Sp —

1
2In(2)

In(ln(n)) — In(In(2)) < S, <In(In(n)) — In(In(2)) +

(c) Etablir S, et In(In(n)).

o0
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4. Pour tout n € N tel que n > 2, on note
Up = Sy —In(ln(n + 1)) et v, = 5, — In(In(n)).

(a) En utilisant le résultat de la question 2, montrer que les suites (1, ),>2 et
(vn)n>2 sont adjacentes. On note [ leur limite commune.
(b) Montrer, pour toutn € Ntelquen > 2:
1
nlin(n)’

0<y, —1I<

(¢) Ecrire un code python permettant de déduire une valeur approchée de [ a
1072 pres.

3 EDHEC 2017

On note E I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal
a 2 et on rappelle que la famille (eq, e1, e2) est une base de F, les fonctions eq, 1, 5
étant définies par :

Vt € R,eo(t) = 1,61(t> =t et eg(t) =2,

On considere 1’application ¢ qui, a toute fonction P de F, associe la fonction, notée
©(P), définie par

Vz € R, (o(P)) (z) = /0 Pz +1) dt.

1. (a) Montrer que ¢ est linéaire.

(b) Déterminer (¢(eo)) (), (¢(e1)) (x) et (p(e2)) (z) en fonction de z, puis
écrire p(ep), p(e1) et ¢(e2) comme combinaisons linéaires de eg, e1, €.

(c) Déduire des questions précédentes que  est un endomorphisme de E.

2. (a) Ecrire la matrice A de  dans la base (eq, €1, e2). On vérifiera que la pre-
miere ligne de A est
Tz 3)
2 3

(b) Justifier que ¢ est un automorphisme de F.

3. Donner les lignes de code d’une fonction python permettant de renvoyer A™ pour
un entier n donné.

4. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un réel u,,
tel que I’on ait

1 % Up,
A"=(0 1 n
0 0 1

Donner u et établir que :
1
Vn € N, upt1 = up + 6(371 +2).

(b) En déduire, par sommation, 1’expression de w,, pour tout entier naturel n.

(c) Ecrire A™ sou forme de tableau matriciel.
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4 Ecricome 2019

On considere dans cet exercice I’espace vectoriel £ = R3, dont on note B =
{e1, €2, e3} la base canonique. Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice représen-
tative dans la base B3 est la matrice :

L1201
A=z -1 -1 -2
1 1 2

Partie A

1. (a) Calculer A2 puis vérifier que A est la matrice nulle de M3(R).
(b) Déterminer une base et la dimension du noyau de f.

2. Soiente) = (—1,—-1,1), e}, = (2,—-1,1) ete}, = (—1,2,1).
(a) Démontrer que la famille B’ = {e], e}, €4} est une base de E.

(b) Démontrer que la matrice représentative de f dans la base B’ est la matrice

010
T=10 0 1
0 0 0
3. On pose :
1 4 -2 -1
M=-11 4 2
3\-1 -1

On note h I’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base B
est la matrice M.

(a) Déterminer deux réels « et 3 tels que M = aA + S, ou I est la matrice
identité d’ordre 3.

(b) Déterminer la matrice M’ de h dans la base B’.
(c) En déduire que M est inversible.

(d) A I’aide de la question 1.a, calculer (M — I)3. En déduire I’expression de
M~ en fonction des matrices I, M et M?2.

(e) A Iaide de la formule du bindme de Newton, exprimer M ™ pour tout entier
naturel n, en fonction des matrices I, A et A2.
Cette formule est-elle vérifiée pour n = —17?

Partie B

Dans cette partie, on veut montrer qu’il n’existe aucun endomorphisme g de E
vérifiant g o ¢ = f. On suppose donc par 1’absurde qu’il existe une matrice V' carrée
d’ordre 3 telle que :

V2=T.
On note g I’endomorphisme dont la matrice représentative dans la base B’ est V.

1. Montrer que VT = TV. En déduire que go f = fog.

2. (a) Montrer que g(¢)) appartient au noyau de f.
En déduire qu’il existe un réel a tel que g(e}) = aej.

DST 2 - ECG 2 - 2024/2025 3/4 Lycée Jean-Jacques Rousseau



(b) Montrer que g(e’) — ae, appartient au noyau de f.

En déduire qu’il existe un réel b tel que g(eh) = be| + aeb,.
(c) Montrer que : f o g(e}) = go f(es) = ael, + be].

En déduire que g(e%) — aes — be,, appartient au noyau de f.

a b ¢
(d) En déduire qu’il existeunréel ctelque: V = [0 a b
0 0 a

3. Calculer V2 en fonction de a,b et c, puis en utilisant I’hypothése V2 = T,
obtenir une contradiction.
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