[ TD 07 - Applications linéaires et endomorphismes j

> Exercice 1 : Montrer que les applications suivantes sont des applications li-
néaires.

1. Lapplication f : R* — My (R) définie par :

20—t +1
V(x,y,z,t)€R4 f((xayvzat))(gi_i_z yo >

2. Lapplication h définie sur Ro[z] par
VP € Rylz|,Vz € R, h(P)(z) =zP(x+1)— (z+ 1)P(z).
3. Lapplication g définie sur Ry[z] par
VP € Ryz],Vx € R, g(P)(z) = 2*P'(z) — 2z P ().
4. L application 1) définie sur Ms(R) par
VX € Mo(R) 9(X)=AX — XB

. (21 {0 0
0uA<O _1>etB<1 0)'

> Exercice 2 : On considere 1’application
f R3 — R3
(.’L’,y,Z) = ($+3y+32>y79€—3y—z) .
1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. Calculer f2 et f3.

3. Calculerg : (xvya Z) = fg((xvyv Z)) - f2((.13, Y, Z) - 4f(($7y7 Z))
4. En déduire que f est un automorphisme et déterminer f 1.

> Exercice 3 :
1. Calculer les noyaux des applications linéaires de 1’exercice 1.

2. Par le théoréme du rang déterminer la dimension des images de chacune des
applications linéaires précédentes.

3. Déterminer les images.
> Exercice 4 : Soit £ = R* et F = R2. On considere :
H={(z,y,2,t) ER* |z =y = 2 =t}.
Peut-on trouver une application linéaire de E dans F' dont H est le noyau ?

> Exercice § : Déterminer les matrices dans les bases canoniques de chacune des
applications linéaires de 1’exercice 1.

R? - R?
(z,y) = (22 -3y, )
admet que f et g sont des endomorphismes de R?.

> Exercice 6 :  Soit et soit g = 7wldg2. On

1. Donner la matrice de f et g dans la base canonique de R?.
2. Donner la matrice de f et g dans la base B = {(1,1), (1,—-1)}.
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> Exercice 7: On considere {eq, ez, e3,e4} une base de R* et f 1’application
linéaire définie par

o fler)=—e2+e3—ey o flez) =e1+eq

o f(ea) =e1—ea+es o flea) =ez—es+ey

1. (a) Calculer pour tout k € [1,4], (f o f)(ex).
(b) Identifier f o f.

2. (a) Donner la matrice de f dans la base {e1, €3, e3,€4}
(b) Identifier f o f.

3. En déduire que Im(f) C ker(f).

4. Calculer ker(f).

5. En déduire Im(f).

> Exercice 8 : Pour chaque matrice déterminer le noyau, ’image de I’application
linéaire de R™ dans RP qu’elle représente dans la base canonique. Si 1’application
associée est inversible, on calculera également sa bijection réciproque.

1 2
(22

0 01 0O
0 0010
2'8701000
0 0 00O
0 1 2
3.C=1(1 1 2
0 2 3
1 00
4. D=0 1 1
3 1 1

1 1 0
> Exercice9: SoitA= [0 1 1| etsoitB=A—I3.
0 0 1

1. Déterminer I’endomorphisme f de Ry [x] dont la matrice dans la base canonique
est A.

2. Calculer B2 et B>. En déduire B™ pour tout n € N.
3. Pour tout entier naturel n, calculer (B + I3)".

4. En déduire f™ pour toutn € N.

> Exercice 10 :

1. Déterminer la matrice de passage de la base canonique de R? dans la base B =
{(17 1)v (17 _1)}'

2. Retrouver les matrices des endomorphismes f et g dans la base B de I’exercice
6 a partir de celle dans la base canonique.
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> Exercice 11 : Soit A = (12 ?) On considere 1’application ¢ définie par :

0 : Ma(R) — M2 (R)
Mv+— AM — MA.

. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Mz (R).
. Ecrire la matrice C' de ¢ dans la base canonique de M (R).

. Déterminer le noyau de ¢ a I’aide de la matrice C. En déduire rg(¢p).

AW N =

. On note C I’ensemble des matrices qui commutent avec A, c’est-a-dire 1’en-
semble des matrices M telles que AM = M A.

(a) Montrer que C est un espace vectoriel.

(b) Déterminer une base de C.

> Exercice 12 :  Soit f 1’endomorphisme de Ro[z] dont la matrice dans la base
canonique de Ry [z] est

2 0 -1
M=10 1 0
-1 0 2

1. Déterminer le noyau et I’'image de f.

2. (a) Montrer que la famille (z, 2% + 1, 2% — 1) est une base Ro[z].
(b) Déterminer la matrice M’ de f dans cette base.
(c) Déterminer une matrice P telle que M’ = P~'MP.

1 11
> Exercice 13: Soit A = [1 1 1| et I’endomorphisme de R?® dont la
1 1 1

matrice dans la base canonique est A.
1. Déterminer le rang de 1. Est-ce un automorphisme ?
2. Soit (z,y, z) € R3. Déterminer v ((x,y, 2)).
3. Onnote u = (1,—1,0),v = (0,1,—1) etw = (1,1,1).
(a) Montrer que (u, v, w) est une base de R3.

(b) Déterminer ¥ (u), ¥(v) et ¥»(w). En déduire la matrice de ) dans la base
(u, v, w).

(c) En déduire que A est semblable a une matrice diagonale D que I’on préci-
sera et donner une matrice inversible P telle que D = P~'AP.

4. Avec la matrice D, déterminer une base de ker(¢)) et une base de Im(z)).
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