[ DS 12 - Suites de variables aléatoires et chaines de Markov ]

> Exercice 1 : On lance une piece équilibrée une infinité de fois. Les résultats des
lancers sont des variables aléatoires indépendantes (Y}, ),ecn & valeurs dans {0,1} (1
pour Pile et 0 pour Face). Pour tout n € N*, on pose :

X, =Y, +Y, 1.

1. Calculer Prx,—o x,=1](X3 = 0) et Px,—1)(X3 = 0).

2. Lasuite (X, )nen est-elle une chaine de Markov ?

1. On observe que
(X1 =0NnX2=1)= Y =0)NY1 =0)NY1+Yo =1) = (Yo = 0)N(Y; = 0)N(Y2 = 1).

Oronaque (X3 =0) = (Yo = 0) N (Y; = 0) donc sachant que I’événement
(X1 =0)N (X2 = 1) se réalise, ’événement X3 = 0 est impossible car Y5 ne
peut prendre simultanément les valeurs 0 et 1. On a donc

P[X1:0,X2:1] (XS = O) = 0.

De méme, comme {(Y; = 0), (Y7 = 1)} est un systeme complet d’événements
ol chaque évenement a une probabilité non nulle de se produire, on a par la
formule des probabilité totale :

Px,=1(X3 =0) = P(Y1 = 0)P(y; —0)n(x,=1)(X3 = 0)
+P(Y1 = )Py, —1)n(x,=1)(X3 = 0)
=P(Y1 = 0)P(y;,—0)n(v2=1)(X3 = 0)
+P(Y1 = )Py, —1)n(va=0)(X3 = 0) car Xo = Y1 + Y5
=P(Y1 = 0)P(y, —0)n(v=1)((Y2 = 0) N (Y3 = 0))
+P(Y1 = 1)Pry,=1)n(vo=0) (Y2 = 0) N (Y3 = 0))
car (X3 = 0) = (Y2 = 0) 1 (Y3 = 0)
= }0 + 1}
2 22
car sachant Y5 = 1,1’événement Y5 = 0 estimpossible et Py, —1)n(y,—0) (Y2 =
0)N Yz =0)) = Pry,—)n(va=0)((Yz = 0)) = P(Yz = 0) = % par indépen-
dance des lancers.
2. Ona

1
Pix,—0,x,=1](X3=0) =0 # 1= Px,—1(X3=0)

donc (X,,)nen+ n’est pas une chaine de Markov.

> Exercice 2 :

1. Recopier et compléter le graphe probabiliste suivant :
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2. Donner la matrice de transition de ce graphe.

3. On suppose qu’il s’agit du graphe probabiliste associé a une chaines de Markov
(X, )nen ol I’on suppose que X suit une loi certaine de parametre 2. Calculer

P(Xo=2X,=1,X,=3X3=5X;,=5).

1
5
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2. La matrice de transition de ce graphe est

0 % 2 0 O
1 % 1

BEEE

0 0 0 = =

4 31

0o 0 - 0 =

I

2 3 6

3. Ona

1221 1
]P’(XO:Q,Xl:1,X2:3,X3:5,X4:5)=1.§§§6:§.

> Exercice 3: Soitn € N*. (Xy)re1,n] une suite de variables aléatoires mutuel-
lement indépendantes qui admettent toutes une espérance. Montrer, par récurrence sur
n

n que pour tout n € N, H X}, admet une espérance et I’on a
k=1

E (ﬁ Xk> = ﬁE(Xk).
k=1 k=1

e Initialisation : Soit X; une variable aléatoire admettant une espérance, on a
1

H X = X donc on a trivialement que ce produit admet une espérance et
k=1

1
que E (H Xk> =E(X,).
k=1
e Hérédité : Soitn € N*. Supposons que pour n variables aléatoires mutuellement
indépendantes admettant une espérance on a que leurs produit admet une espé-
rance qui vaut le produit des espérances. Considérons a présent (X1, ..., X, X, 11)
variables aléatoires mutuellement indépendantes admettant chacune une espé-
rance et montrons que le produit des n + 1 variables aléatoires admet une espé-

rance et que
n+1 n+1
E (H Xk> = [T Exw).
k=1 k=1
Comme (X1, ..., X,,, X;,+1) sont mutuellement indépendantes, on a que (X7, ..., X,,)

sont mutuellement indépendantes donc par I’hypothese de récurrence, Y = H Xk
k=1

admet une espérance et 'on a E(Y') = H E(Xg).
k=1

Par le lemme des coalitions Y et X, sont indépendants donc Y X, ; admet
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n+1
une espérance et 'on a E(YX,,41) = E(Y)E(X,,4+1) soit H X}, admet une

k=1
espérance et I’on a

n+1 n+1
E (H Xk) = H E(Xp).
k=1 k=1
e Conclusion : La propriété est initialisé au rang 1 et est héréditaire a partir de ce
rang donc par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n, pour n

variables aléatoires mutuellement indépendantes admettant une espérance on a
que leurs produit admet une espérance qui vaut le produit des espérances.

> Exercice 4 :  Soit p €]0, 1] et soit (Xj)ren+ une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes vérifiant pour tout k£ € N*,

P(Xp=1)=petP(X=-1)=1—p.

n
Soit n € N* et on pose Y, = H Xp. Onnote p,, = P(Y,, = 1).
k=1
1. Soit n € N. Calculer de deux manieres différentes 1’espérance de Y,, pour en
déduire une expression de p,, en fonction de p. (On pourra utiliser I’exercice
précédent.)

2. Déterminer lim p,. Interpréter le résultat.
n—-+00

1. Soitn € N, on observe que Y;,(€2) = {—1,1} car il s’agit d’un produit de 1 et
de —1. Y, () est donc fini donc admet une espérance et I’on a

E(Y,) =-1P(Y, =—-1)+1P(Y, =1) = —1(1 —p,) + 1p, = 2p, — L.

De plus par I’exercice précédent, comme la suite de variables aléatoires (X ) pen+
est mutuellement indépendantes et que pour tout k X (€2) est fini donc X, ad-
met une espérance et par 1’exercice précédent Y,, également pour tout n € N*.
On a

n

k=1 k=1
=[[-1a-p+1p) =[] -1
k=1 k=1
=@2-1"
On en déduit donc que
2p—1)"+1
o 1= (2p—1)" 5 pp = LEL
2. Comme p €]0,1[,ona2p—1 €] —1,1[ donc lir}rl (2p—1)" = 0, on en déduit
n—-+0o0
que
. 0+1 1
lim p,=——==
n—+o0 2 2

On peut interpréter cela comme le fait que plus le nombre de multiplications est
élevé, méme si on a plus de chance de multiplié par 1 ou pas —1 tant que les
deux sont possibles, on tendra vers une situation d’équiprobabilité.
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