[ DS 13 - Variables aléatoires a densités. )

> Exercice 1 : Soit ¢ € R. on considére la fonction f définie sur R par
Ve eR, f(z)=ce 7

1. Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles f est une densité d’une variable aléa-
toire X.

2. Pour le ou les valeurs déterminés précédemment, déterminer la fonction de ré-
partition de X . Cette loi est une la loi de Laplace.

3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
On observe dans un premier temps que f est une fonction paire.

1. Pour que f soit une densité, on a besoin de que f soit continue sur R sauf éven-

tuellement en un nombre fini de point, que f soit a valeur positive et que 1’ inté-
—+o0

grale doublement impropre / f(t) dt soit convergente et vaut 1. On a
— 00

e f estcontinue est R en tant que composée de la fonction valeur absolue qui

est continue sur R et a valeur dans R et de I’exponentielle qui est continue

sur R.
e f est positive si et seulement si ¢ est positif car une exponentielle est posi-
tive.

e Etudions I'intégrale doublement impropre / f(t) dt. Soit A € R’.. On

/OA f(t) dt /OA ce b dt = [—ce™]

—A -0 —A
= =c(1 —
ce (—ce™)=c(l—e ") c

a

—+o0
On a donc que I’intégrale impropre / f(t) dt converge et vaut c.
0

De méme, on a

/ ft) dt = / —f(—t) dt par changement de variable

A
/ f(=t)dt = /0 f(t) dt par parité

= ¢(1 — e~™) par le calcul précédent
0

On en déduit donc que hrJIrl f (t) dt = ¢ donc I'intégrale impropre
A—+o0

/ f(t) dt est convergente et vaut c.
— 00

oo

L’intégrale doublement impropre / f(t) dt est donc convergente et vaut
o0

2c.

f est donc une fonction a densité si et seulement si ¢ est positif et 2c = 1 autre-

.. . 1
ment dit si et seulement si ¢ = 5
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2. Soitz € R_. On a donc

X

T 0 T 0
FX(x):[ f(t)dt:[ f(t)dtJr/O f(t)dt:%f/ %etdt:%—%(l—ez):%

De méme, pour z € Ry ona:

—x

e

T 0 -
Pk@%a[wfwdﬁa[wﬂwﬁ+Lkﬂww:§+gyfﬂqzk,2

On a donc
: R

o0

3. X admet une espérance si et seulement si I'intégrale / tf(t) dt est absolu-

— 00

ment convergente. Soit A € R et par classe C' des fonctions considérées on

A At ¢ A Al
/ﬁﬂﬂﬁ/etﬁ{et}+/etﬁ
A 0 l—e™ 1 A+1 _,

_ A A, Y 0 _ -
= 26 +2e —|—72 5 5 e

a:

A o
1
Ona lim / |tf(t)] dt = - donc I’intégrale / tf(t) dt est absolument
A—+o00 0 2 0

convergente.
De méme, on a

0 0 A
[Jmmﬁ=A—PﬁPmﬁ=AﬁmWﬁ
1 A+1

=—-——%e

2 2

0 0
1
Ona lim [tf(t)] dt = 3 donc I’intégrale impropre / tf(t) dt est
A

A—+oco [ o
0

absolument convergente donc I’intégrale doublement impropre / tf(t) dt est

absolument convergente donc X admet une espérance et I’on a

0 oo
E(X):/_ootf(t) dt+/0 LE(t) dt
0 0
:-[ —tf(t)dt—i—%:—[ |tf(t)|dt+%
1 1
:*54‘5:0
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> Exercice 2 : Soit ¢ € R. On pose

F : R — R
0sizr<1

1
1—cln (1 + > sinon
T

1. Déterminer la valeur de c pour laquelle F' est la fonction de répartition d’une
variable aléatoire a densité X.

2. Calculer P(0 < X < 2).

3. Donner une densité de X.

T

1. Vérifions les cinq axiomes pour que F' soit une fonction de répartition.
(@ lim F(z)=0
T—r—00

(b) IEI_POO Fz)=1—-cln(l) =1
(c) F est de classe C* sur R\{1} car la fonction nulle est C' sur | — oo, 1]
et x — 1+ — est de classe C' sur |1, +oo[ et est a valeurs strictement
X
1
positives donc par composition avec le logarithme = — 1 — cIn (1 + )
x

est de classe C* sur |1, +o0].

(d) Pour que F' soit continue sur R, il ne nous reste qu’a établir la continuité en
1 par le point précédent. Ona lim F(z) = lim 0=0et lim F(x)=
rz—1— r—1— r—1t

1
lim 1—c¢ln (1 + ) =1 — ¢In(2). On doit donc avoir 0 = 1 — ¢In(2)
x

z—1+
soit ¢ = W Pour cette valeur de ¢, F' est continue sur R.
n
(e) La croissance est immédiate sur | — oo, 1[. Vérifions la sur 1, +oo[. F'

est dérivable sur ce dernier intervalle par un point précédent et pour tout
1
22 c N oz
z €]1,400[, ona F'(z) = —c—=%- = ———. Celte dernitre quantité
1+ P x4+
est positive sur |1, +-o00[ des que ¢ I’est également or In(2) > 0.
On a donc bien que F' est croissante sur |1, 400 et comme F' est continue

sur R, F’ est bien croissante sur R.

On a donc bien que F' est une fonction de répartition d’une variable aléatoire a
densité si et seulement si ¢ = In(2).

2. Ona

_ In (3) B In(3) — In(2)
=1- 1n(22) =1- In(2)
B In(3) B In(3)
SR Y G IR R WY Oy
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1

3. Pourz €]—0c0, 1[,ona F’(z) = 0. Pour z €]1, +oof,ona F'(z) = n2)z(z + 1)
n(2)x(z

On a donc que
f: R — R
0siz<l1

x = 1

In(2)x(z+1) son

est une densité de X.

> Exercice 3: Soit X — ([0, 1]). Soit (a,b) € R’ tel que @ < b. On pose
Y=0b-a)X+a
1. Exprimer pour tout z € R, (Y < x) sous la forme d’un événement X < c(z)
ol ¢(x) est un réel dépendant de z.

2. En déduire la fonction de répartition de Y et en déduire la loi de Y.

3. Ecrire une fonction Python prenant en arguments a et b et renvoyant une simula-
tion d’une loi uniforme sur [a, b].

1. Soitx € R.Ona
Y<z)=(b—-a)X+a<z)=(b—a)X <2 —a)
r—a
=X
(x=i=)
2. Soit x € R. Par ce qui précede on a

Fy(z) = Fx (i:;) .

On a

¢ < 0 donc Fy (z) = 0;

e Six < a alors —
Z:Z € [0,1] donc Fy (x) = E:Z;

'~ 1done Fy(z)=1.

e Sia <z <balors

. T
e Sib < x alors
On a donc
O0si r<a

Fy :z— siz € [a,b]

lsib<z

import numpy.random as rd
def Uniforme(a,b) :

3. X = rd.random()

Y = (b-a)xX+a
return Y

> Exercice 4 : Compléter le tableau au verso ou (a,b) € R2olla <b )€ R%,
peRetoeRY:
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