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La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.
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Le sujet s'intéresse & un probleme dit du "bandit manchot" qui est un exemple d’apprentissage
par renforcement.

L'apprentissage par renforcement est un sujet largement utilisé dans le domaine de Pintelligence
artificielle. Ceela consiste schématiquement a apprendre, a partir d’expériences, quelles actions
sont A réaliser pour optimiser une récompense quantitative au cours du temps.

Pour les scripts et fonctions Python, on supposera que les instructions suivantes ont ¢Lé exéen-
tées :

import numpy as np,numpy.random as rd

Un aide-mémoire Python et SQL se trouve & la fin de 'énoncé.

Les événements et variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont tous et toutes
définis sur le méme espace probabilisé (2, A, P).

Si X est une variable aléatoire réelle sur cet espace, E(X') désigne son espérance lorsque celle-ci

existe.

Le mot "Fin" marque la fin de ’énoncé.

Résultats généraux

! On rappelle I'inégalité de Markov :

' si X est une variable aléatoire a valeurs positives admettant une espérance et @ > 0 un réel

alors e
P(X > ) < BX)

k K i

1. Soit k € N* et By, ..., By des événements. Montrer que P U B | € Y P(Bg). i

» Soit 6 € [0,1].
t‘2
2. On définit pour tout t € R, f(t) = 3 +60t—In(1—0+0c).
Y Q Jacen 12 aiiy = . 5 A L 1 o (1_9_901')2
a) Montrer que f est de classe C* sur R et que pour tout ¢ véel : f(t) = 007 002 |

b) En déduire que pour tout ¢ réel, f(¢) = 0 puis que
t?
(1—0) e~ 1 gl -0 o exp (g)

3. a) Justifier brievement que la fonction £ v el est convexe sur R.
b) En déduire que pour tout z € [—0,1-0] et t € R, e < (f+z) V=0t 4 (1—g—2x) e "

|
f 4. Soit X une variable alcatoire d’espérance nulle a valeurs dans le segment [—0,1 — f]. En
' utilisant les deux questions précédentes, montrer que pour tout ¢ € R, E(e!Y) existe et

2
ll*l(v”{) < exp [—
) 8
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» Soit n € N* ot X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes a valears dans [0, 1] et de
. : T - L &
meme esperance p. On définit X, par X, = — > Xy,
N k=1

5. Inégalité de Hoeffding - Soit ¢ = 0.

a) En utilisant 'inégalité de Markov, montrer que, pour tout > 0 :

ole

, E ((,u Xn- m) n ;
| ~ — e T ~ -
P(Xp—p > e) < ————2 puis que P(X,—u=¢e)<e " I[ ) ((‘xp (” (X /I)))
k=1

\
2

3 — t ) !
b) En déduire que, pour tout t = 0, P(X,,—pt = ¢) < exp (—Ic‘ + T)‘ puis en choisissant
on

convenablement ¢ que

P(X, — p > ¢) < exp (—2ne?)
6. Soit € > 0. En considérant les variables 1 — X1,...,1 — X,,, montrer que
P(X,— i< —€) L exp (—27152)
7. Soit « €]0, 1[. Si le parameétre p est inconnu et X7, ..., X,, suivent la méme loi, montrer que

est un intervalle de confiance aléatoire pour 'estimation

de ;¢ au niveau de confiance 1 — .

Description du modéle

On modélise le probléme, évoqué dans le préambule, de la maniére suivante :
7 et r sont des entiers naturels plus grands que 2 et r < n.
Les actions sont identifiées aux entiers de 1 a r et n actions sont réalisées I'une aprés lautre et
numérotées de 1 4 n.
P1s.... pr sont des réels appartenant a )0, 1] non tous égaux et on note p* leur maximum.
n définit, pour tout le sujet, les variables aléatoires suivantes :
On définit, 1 tout le sujet, les variables aléatoires suivante

e Le choix des actions : (/})jc[i, 4 valeurs dans [1,7], I; est égale & la j-éme action

réalisée.
: e Les récompenses aléatoires proposées : (in,j)ie[l,T'],je{l.::] sont des variables de Ber-

noulli indépendantes telles que pour tout ¢ € [1,7],7 € [1,7], X j est de parameétre p;.
X j est la récompense aléatoire pour Uaction ¢ lorsque celle-ci est effectuée pour la j-ieme
fois.
On suppose que les (Xi j)ic[ir]jef1,0) Sont indépendantes des (1) ] -
o Y; est la variable aléatoire égale & la récompense pour la j-¢me action réalisée, j € [1,n].
Par exemple, si pour un certain w € (), les quatre premiéres actions réalisées sont 2,4, 3 et
2, alors on a :
[ (w) 2, [h(w) =4, 1’:5(&0) = 3, /4((4)) =2, ¥ (u)) = Xu(w). Yg(w) = X/H(w),
Y3(w) = X3,1(w), Ya(w) = Xya(w).

Page 3/8 Tourner la page SVP



I —— =
|
|

e Pour tous i € [1,7], j € [1,n] et w € 2, N;j(w) est égal au nombre d'indices k € 01, 4]
tels que Iy (w) = i.

: | J.
® Pouri e [1,7], j € [l,n] et we R, X;,;(w) = 7 Y Xig(w). et
k=1

% w) = 4 No@) S Xip(w) si Nij(w)#0
“ I,J(w = i) (W) &

0
L’objectif est de maximiser, en moyenne, la récompense totale en définissant les variables /; pour

ce faire. Ces définitions constituent la définition d’une stratégie.

| Ni,j(w)

1
sinomn.

Utilisation d’une table SQL

On a réalisé 'expérience décrite dans le modéle ci-dessus et enregistré les résultats obtenus dans
une table Bandit.

Précisément cette table est composé de n enregistrements, n = 1000. Elle comporte trois champs,
Numero , Action et Recompense qui sont de type entier.

Si par exemple la dixiéme action réalisée est action 2 générant une récompense égale a 1, ceci
est représenté par la ligne (10, 2, 1) dans la table.

Cette table est associée & un élément w de Q.
8. a) Quelle requéte renvoie I1gp(w) lorsqu’on l'exécute ?
b) Quelle requéte renvoie la colonne des numéros des actions ot on a réalisé Paction 2 et
obtenu une récompense non nulle ?

c¢) Ecrire une requéte qui renvoie N1 100(w).
d) Ecrire une requéte qui renvoie Xgln(w). Si l'on a Ny, (w) > 100, de quel paramétre
X9 n(w) est-elle une bonne estimation ?

La stratégie ETC! et une majoration de son regret moyen

T
On note R,, la récompense totale aprés que les n actions sont exéeutées, R, = )" Y.

J=1

9. Soit j € [1,n].

s
a) Montrer que, E(Y;) = > P([Y; = 1] N [I; = i]).

i=1
g
b) Etablir que P([Y; = 1]N[l; =d]) = } P([Xix = 1] N [I; =4 N[Ny = k).
k=1
,
¢) En déduire que E(Y;) = 3~ pilP(1; = i) puis que E(Y;) < p*.
i=1

» On définit le regret A,, = np* — It et on pose pour tout i € 1,7], &; = p* — p;.

T
10.  a) Soit i € [1,r]. Montrer que E(N;,,) = 3 P(I; =4).
=1

1. Explore then commit
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11.

12.

13.

14.

16.

T enae s S MIMSRESE T S P A R R R I 1 ¢

b) En déduire que (A, ) = > SilE(N; ).

i=1
Stratégie "No Strategy" - On suppose dans cetie question que pour tout j € [1,n], I
suit la Toi uniforme sur [1,7]. Calculer (A,,) en fonction de n, r et des ;.
Stratégie "ETC" - On suppose que m est un entier plus grand que 2 tel que rin < n.
On définit une nouvelle variable aléatoire Z,, par, pour tout w € §2
Zm(w) est égal au plus petit indice k € [1,7] pour lequel on a Xy (w) = max Ximr(w)-
La stratégie ETC consiste & définir les [; comme suit pour tout j € [1,n] et pour tout
weN:

e sij € [1,m] alors I;(w) = 1,sij € [m + 1,2m] alors Ij(w) = 2,...,81 ] € [(k = Lym + 1, km]

alors Ij (w) =k,..,sl j € [[(7 - ])m, + 1, 'r"n,'.]] alors ]J' (Lu’) =T,

e simr <j<n, IjWw)=2Z,(w).
On suppose dans la suite de cette partie que ’on applique la stratégie ETC.
Dans cette question n = 10, r = 3, m = 2, on réalise les 10 actions en appliquant la
stratégie ETC et on obtient le tableau suivant :

il 23456 T8[9 ]10
A E R P R e
Y [0 i ejolel1[ol1]1

Préciser alors les valeurs de X (w), Xa6(w), X36(w) et Zz(w). En déduire par quelle(s)
valeur(s) il faut compléter la deuxiéme ligne du tableau.

Ecrire une fonction Python Z(m,r,Rec) qui renvoie la valeur de 7, obtenue lorsque la
variable Rec est le vecteur des récompenses obtenues pour les rm premiéres actions suivant
la stratégie ETC.

Soit i € [1,r].
a) Que vaut Nj -7 En déduire que, Xi_mr = Yi,m.
b) En déduire que pour tout € = 0,

P(Ximr — pi > €) < exp(—2me?) et P(X; 0y — pi < —€) < exp(—2me?)

On note s un élément de [1, 7] tel que p;, = p*. Soit i € [1,7].
a) Montrer que E(N;,) = m + (n —mr)P(Z,, = 1).
En déduire que : E(N;,) < m+ (n — mr)P ()A(.i‘,m. > Xs,,m.)

A

) m » 0;
b) Montrer que [P (Xi,mr Z X.s‘,mr) <P (Xi,mv' - D = 51) +F (])s — Xomr 2

o | &

)

¢) En conclure que :

[

52 ,
E(N;n) <m+2(n —mr)exp (—'m%) < m 4+ 2nexp (um 6)1 )

a) Etablir que :

r r 2
E(A;) < mZ(S.,- 4 2n Z d; exp (—m%)
i=1 i=1
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B On pose o = 7§, et 4 = 4 .
i=1 I<i<r, 0;#0 Vi A
/
b) Montrer que pout tout x > 0, ¢ < —. En déduire que E(A,,) < m

xre

ons - N
= 4 " N ASSes ¢ = 2, my n
/J 1, montrer que pour n assez prand, m = 2,
v

¢) En choisissant m — [ &=

et que

E(An) < v8apyn +a

La stratégie UCB 2 et une majoration de son regret

On conserve les notations de la partie précédente mais on va redéfinir les variables 7 .

—In(0
17. Soit 0 €]0,1[, j € [1,7] et i € [1,7], on pose v = %

Montrer que P(Yi,j' +y<p) <o

> La stratégie UCB consiste 4 définir les I; comme suit pour tout j € [1,n] et pour tout
wel:

® sij e [L,r] alors Ij(w) = 5;

- In(n
® si j € [r,n — 1], posons pour tout i € [1,7], Uij(w) = X; j(w) + —Q
Nij(w)

Tj1(w) est égal au plus petit indice i € [1,7] pour lequel on a i) = max Uy ;(w).
IERT

In(n)

e On note aussi pour i € [1,7] et j €[1,n— 1], Vij(w) = X (w) +

On suppose dans la suite de cette partie que I’on applique la stratégie UCB.

18, a) Justifier que pour i € [L,rJona N;, =1et Xip = X; 1.
b) Ecrire une fonction Python Bernoulli (p) qui renvoie la valeur d’une simulation d’une
variable aléatoire suivant la loi de Bernoullj de paramétre p.

¢) En supposant que hatX contient Xl-’j, N contient N ; et le vecteur p contient les valeurs
de py, ..., p,, écrire une fonction Python maj (hatX,N,i,P) qui simule la récompense ‘
de P'action i, celle-ci étant (j + 1)-eme action réalisée ot renvoie la valeur de Xi,y‘ﬂ
dans ces conditions.
19. Compléter 'écriture de la fonction Python Actions (P,n) ci-dessous pour qu’elle renvoie la
simulation d’un vecteur des n actions réalisées par lalgorithme UCB si le vecteur P contient

les valeurs de py, ..., p,.

def Actions(P,n):
r=np.shape(P)[0]; I=np.zeros(n)
I[0:r]=[k+1 for k in range (r)];N=np.ones (r)
hatX=np.array ([Bernoulli(P[i]) for i ip range (r)])

far-j in rangel(...,..iJ:
Max=hatX [0]+np.sqrt (np.log(n)/N[0])
I[j]l=1

2. Upper confidence bound
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for k in range(1,r):
val=hatX[k]+np.sqrt(np.log(n)/N[k])
if val>Max:
Max=...
I031=..
hatX [I[j]-1]= maJ(hatX[I[J] 11,N[I[j1-11,1031,P)
NII[j1-1]1=.
return I

» Dans la suite de Pénoncé, on considére s e [1,7] tel que p* = ps, i € [[l, 7] tel que p; < p'*
et w € [1,n —1]. On note A;y événement inin ]U‘,J U [Viu 2 ps)-
jE[r,n—1
20. Magoration de E(N;,)

a) Montrer que si [Nin > u] est réalisé alors il existe k € [r,n — 1] tel que

[Nik = u] N [Uig > U, ] est réalisé, puis que [Vi,u > inin i Us‘j} Iest.
JElr,n—
b) Montrer que si (N> u] est réalisé alors A;, 'est. En déduire que

E(Ni,) < u+ P(Aig)n

21. Majoration de P(A;,)

a) Montrer en utilisant la question 17 que :

]P’( min U]\ps) \IP’( min Vi <ps) =
j€[rn—1] ke[l,n—1]

S|

|
b) Etablir que si §; — lnq(ln) >0, P(Viy > ps) <exp | —2u (5i s ‘I':(L ))

» On suppose dans la suite que n est assez grand pour que

41;12(71) € [1,n—2]. On choisit [4IE§H)J + 1 comme valeur de u pour la suite de cette
queétion. .

¢) Montrer que la fonction ¢ : t = exp( 2(8; Vi— \/T ) est décroissante sur
[ln(j(;),—i—oo [

d) En déduire que P(V; y = ps) < 12 puis que P(A;,) < %

41
22. Etablir que E(N;,) < :;Q(TL) 3 puis que E(A,) < 461n(n) + 3a.
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AIDE-MEMOIRE

- : i § e il es ssible d’utiliser d’autres
Toutes les fonctions et instructions présentées ne sont pas utiles et il est possibl

fonctions ou instructions absentes de cot aide-mdémoire,

sQL b B MR e e R

SELECT col1, col2, ... FROM table
Renvoie un tableau formé des colonnes nommées coll, col2,...

de la table nommée table. On peut utiliser * pour
eleat i i ¢ sélecti ) s certains enregistrements.
sélectionner toutes les colonnes et aussi la clause WHERE, en fin de requéte, pour ne sélectionner que certains enregistrement

Si col est une colonne de la table table :

SELECT MAX(col) FROM table ... ]
Retourne la valeur maximale du champ col pour les enregistrements sélectionnés dans table. La fonction peut

s’appliquer & des données numériques ou alphanumériques.

SELECT MIN(col) FROM table : )
Retourne la valeur minimale du champ col pour les enregistrements sélectionnés dans table. La fonction peut s'ap-

pliquer & des données numériques ou alphanumériques.

SELECT SUM(col) FROM table ...
Retourne la somme des valeurs du champ col pour les enregistrements sélectionnés dans table.

SELECT AVG(col) FROM table ...
Retourne la moyenne des valeurs du champ col pour les enregistrements sélectionnés dans table.

SELECT COUNT(col) FROM table ...
Retourne le nombre d’éléments du champ col pour les enregistrements sélectionnés dans table. La fonction peut
s'appliquer & des données numériques ou alphanumériques.

WHERE - Commande qui dans une requéte permet de sélectionner les enregistrements d’une table qui respectent une condi-
tion.

AND, OR, NOT - Opérateurs logiques pour la clause WHERE.

Module mathématique numpy de Python

import numpy as np

np.array(L)  Transforme la liste L en vecteur ou matrice numpy
np.zeros([n,m]) Crée la matrice nulle de taille n x m
np.zeros(n) Crée le vecteur nul de taille n
np.ones([n,m])  Crée la matrice de taille n x m dont tous les coefficients valent 1
np.ones(n)  Crée le vecteur de taille n dont tous les coefficients valent 1
np.max (M)  Renvoie le plus grand élément de M, matrice ou vecteur
np.min(M)  Renvoie le plus petit élément de M, matrice ou vecteur
np.shape(M) Renvoie dans un couple le format de la matrice M
np.mean(M) Renvoie la moyenne des éléments de M
np.sqrt(x) Renvoie \/Z sixz >0
np.log(x) Renvoie In(z) siz >0

Sous module random de numpy pour la simulation probabiliste

import numpy.random as rd

rd.random([r,s]) Simule une réalisation d’une matrice (r,s) dont les coefficients sont des variables
aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme U([0, 1])

Si le paramétre [r,s] est remplacé par r, cette fonction renvoie une réalisation d’un vecteur de longueur [
r correspondant 4 la loi en question, et si ce parametre est omis, elles renvoient un seul coefficient suivant

les mémes contraintes.

Fin
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