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Dans ce chapitre, nous allons revoir les fonctions usuelles (affines, polyndmes, inverse, exponentielle et logarithme)
et en étudier de nouvelles (puissances, valeur absolue et partie entiere). Nous allons aussi retravailler la résolution
d’équations et d’'inéquations.



CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

1.1 Equation et inéquation
On rappelle qu'’il existe 4 signes d’inégalités :

e < :inférieur ou égal e < :inférieurstrict e > :supérieur ouégal e > :supérieur strict

Une (in)équation est une (in)égalité qui peut faire apparaitre une (ou plusieurs) inconnue(s), généralement notée(s)
X (puis y, etc.).

Exemple 2:

2 x 3+x ) .
e 7x°-3x—18=15ete” +In(x) - 7x+ — = 0 sont des équations,

1 o .
e “+x>-7<0et 13 > 3 sont des inéquations,
X

e 3x+1et4n—>5ne sont ni des équations ni des équations.

Remarque 3 : Pour résoudre une (in)équation, on pensera toujours a déterminer le domaine de définition de I’(in)équation
méme lorsque ce n'est pas spécifiquement demandé. Il faudra ensuite vérifier que les solutions trouvées appar-
tiennent bien a ce domaine de définition.

1.2 Manipulation des inégalités

On rappelle les regles suivantes qui vous serviront a manipuler des inégalités (larges ou strictes) ainsi que les enca-
drements. Ces régles sont aussi valables pour les égalités.

Propriété 4 (Manipulation des inégalités)

Soient a, b, ¢ et d des nombres réels.

v/ Ajouter ou soustraire un méme nombre aux deux membres d'une inégalité conserve I’ordre d'une inégalité.

Sia<b,alorsa+c<b+ceta-c<b-c

v/ Multiplier ou diviser par un nombre strictement positif conserve 1'ordre de I'inégalité.

Sik>0eta<b, alorskxa<kxbet%<l—lz.

v/ Multiplier ou diviser par un nombre strictement négatif change I'ordre de I'inégalité.

Sik<Oeta<hb, alorskxa>kxbet%>%.

v Passage al'inverse :

1 1
Sia<b<0, alors — < —<0.
b a

Q|+~

1
Si0<a<hb, alor50<zs
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

2.1 Etude d’une fonction affine

Définition 5 (Fonction affine)

R—R
v/ Une fonction affine est une fonction de la forme f: { ou a, b sont des réels fixés.

X—ax+b
v Sia=0, f est une fonction constante. Si b =0, f est une fonction linéaire.

Proposition 6 (Dérivabilité)

Une fonction affine f est dérivable sur R et pour tout x € R, f "x)=a

Proposition 7 (Variations et représentation graphique)

Une fonction affine est strictement croissante sur R si a > 0 et strictement décroissante sur R si a < 0. Elle admet pour
représentation graphique une droite de coefficient directeur a et d'ordonnée a l'origine b.

y y
4 4

3

—5—4—37/—110 1 2 3 4 5% -5-4-3—2—110\234535
-2

-2

x—ax+baveca>0 x—ax+baveca<0

2.2 Résolution d’équations et d'inéquations du premier degré

Théoréme 8 (Equation et inéquation du premier degré)

b
Soient a et b deux réels tels que a # 0. Léquation a x + b = 0 admet une unique solution réelle qui vaut x = ——

a
Létude du signe de a x + b permet de résoudre les inéquationsa x + b < Oeta x + b = 0 (ainsi que les inéquations
strictes).

X —00 —bla +00

Signe de ax+ b signede—a 0

signe de a
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

3.1 Ftude générale des fonctions polynémes de degré 2

Définition 9 (Fonction polynome de degré 2)

Une fonction polynome de degré 2 (ou fonction trindme du second degré) est une fonction de la forme

R—R
f:{ ) ollaeR*, beR, ceR sont fixés.
x—ax“+bx+c

Proposition 10 (Dérivabilité)

Une fonction polynome de degré 2 f est dérivable sur R et pour tout x € R, f'(x) = 2ax+b.

Proposition 11 (Variations et représentation graphique)

La courbe représentative d’'une fonction polynome de degré 2 est une parabole.

v Si a > 0, la parabole est tournée vers le haut et la fonction est strictement décroissante sur |—oo; “a et
a
strictement croissante sur “5a ; +oo].
a
. . . . . b .
v Sia <0, laparabole est tournée vers le bas et la fonction est strictement croissante sur |—oo; “%a et stricte-
a

. b
ment décroissante sur [— 22 +00
a

N
<

—

-5 -4 -3 -2 1W3 4 5% -5 —4 -3 2/110{ 1 2\3 4 5%
-2 -2

x—ax’+bx+caveca>0 x—ax’+bx+caveca<0

3.2 Résolution d’équations et d’'inéquations du second degré

Proposition 12 (Cas particulier : résolution des équations du type x° = a)

Soient x € R et a € R. On considere I'équation x> = a.

v Sia<0,'équation n'a pas de solution.
v Sia=0,'équation posseéde une unique solution x = 0.

v Sia>0,1'équation posséde deux solutions x = va et x = —v/a.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Théoréme 13 (Equation et inéquation de degré 2)

Soient a, b et ce Ravec a #0 et A = b*> —4ac. Alors :

-b-vA -b+VA

v SiA>0,'équation ax® + bx + ¢ = 0 admet 2 solutions x; = etxp; = et on a la factorisation :
4 2 2
a a

ax®*+bx+c= a(x—x1)(x—x3).

X —00 X1 X2 +00o

Signe de ax’*+bx+c signe de a 0 signe de —a 0 signe de a

b
v SiA=0,1'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet une solution xq = “5a et on a la factorisation :
a

ax’*+bx+c=alx— x0)2.

x —00 X0 +00

Signe de ax®+ bx+c signedea 0 signedea

v SiA<0,l'équation ax® + bx + ¢ = 0 nadmet aucune solution.

X —00 +00
Signe de ax? + bx+c signe de a
Exemple 14 : Résoudre les inéquations suivantes :
1. —x*+5x-62>0 2. 2x*+6<0 3. 4x*—4x+1<0 4. 3x% +4x-5>0

4, Fonction inverse

4.1 Rappels sur les fractions

Définition 15 (Ecriture irréductible d’une fraction)

Une fraction est dite sous forme irréductible quand son numérateur et son dénominateur n'ont pas de facteurs com-
muns autres que 1 et —1. Autrement dit, on ne peut pas la simplifier.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Propriété 16 (Opérations sur les fractions)

Soient a, b, c, d des réels non nuls.

0 a a a -a a
v/ Simplifications basiques: — =0 —=a —=-a -——=—=—
P qaues: 1 1 b b -b
v/ Addition et soustraction : on additionne ou soustrait les fractions UNIQUEMENT si on les a mises au méme
dénominateur.
a b a b
—+—=... ———=...
c ¢ c ¢

v/ Produit : on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. (Il est totalement inutile de les
mettre au méme dénominateur.)

a c b
—x—=... ax—=...
b d c
v/ Quotient : Diviser par une fraction revient a multiplier par son inverse.
a a
¢ b c
d c

a
Remarque 17 : On ne peut JAMAIS diviser par 0. Quel que soit a € R, n n’existe pas!

4.2 Ftude générale de la fonction inverse

Définition 18

R* - R
La fonction inverse est la fonction f : 1
X— —
X
Proposition 19 (Dérivabilité)
. . 2. * * ! 1
La fonction inverse f est dérivable sur R™. De plus, pour tout x € R”, f'(x) = ——

x2

Proposition 20 (Variations et représentation graphique)

La fonction inverse est décroissante sur |—oco; 0[ et
sur ]0; +ool. Elle admet pour représentation gra-
phique une hyperbole :

>
123 45X

Remarque 21 : 1l est totalement FAUX de dire que la fonction inverse est décroissante sur R*. Elle est décroissante sur
R* et surR}.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

4.3 Résolution d’équations et d’'inéquations avec des fractions

Méthode 22 (Résolution d’'une équation avec des quotients)

Lorsque 'on est en présence de fractions et qu'une inconnue figure au dénominateur :

v/ on commence par mettre tous les termes du méme c6té (si ce n’est pas déja le cas),

. . N ) . N A(x)
v/ on met ensuite les fractions au méme dénominateur pour étre sous la forme m =0.
X

Cela revient alors a résoudre A(x) =0 ET B(x) #0.

Méthode 23 (Résolution d’'une inéquation avec des quotients)

Lorsque 'on est en présence de fractions et quune inconnue figure au dénominateur :

v/ on commence par mettre tous les termes du méme c6té (si ce n’est pas déja le cas),

. . N . . R A(x) A(x)
v/ on met ensuite les fractions au méme dénominateur pour étre sous la forme B0 <0ou B0 =0.
11 faut alors réaliser un tableau de signes. En effet, on n’étudie pas seulement le signe du numérateur, il faut étudier le

signe du numérateur ET du dénominateur.

, .. . 3x+2 2 e . 3x+2 2
Exemple 24 : Résoudre I'équation = —— puis 'inéquation <
3x-2 x-1 3x-2 x-1

5.1 Rappels sur les puissances

Définition 25 (Puissances entiéres)

_ 1
v Pourtout neN* ettout aeR, ondéfinita”’=axax---xaeta ”=—ns1a¢0.
—— a
n facteurs

v/ Par convention, a=1 pour a # 0.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Propriété 26 (Regles de calcul)

Soient a et b deux nombres réels non nuls et m et n deux entiers relatifs.

v/ Avec des puissances différentes,

v/ Avec des puissances identiques,

Remarque 27 : En particulier,
VVneN*0"=... VVnez1"=... VVneZ (-)*"=..et(-1)*""=_.

v 2x2"=21x2"= . (SURTOUTPAS2x2" =4")

Remarque 28 : 11 n'y a PAS de regles avec '’addition ou la soustraction de puissances.

Proposition 29 (Identités remarquables)

Soient a et b des réels.

vV a®+2ab+b* = (a+b)? vV d*-2ab+b?=(a-b)? vV &*—b*=(a+b)x(a-b)

5.2 Ftude de la fonction exponentielle

Théoreme - Définition 30 (Fonction exponentielle)

1l existe une unique fonction f définie et dérivable sur R telle que f' = f et f(0) = 1. Onl'appelle fonction exponentielle
et on la note exp.

On note e le nombre exp(1) et exp(x) = e”. Le nombre e est une constante mathématique appelée nombre d’Euler ou
constante de Néper d’apres Leonhard Euler et John Napier.

Remarque32:0na dl=letel=ex 2,718.

Proposition 33 (Variations et représentation graphique)

La fonction exponentielle est strictement croissante
et admet pour représentation graphique :

Kn—tl\)whw

~5-4-3-2-1;0 1 2 3 4 5%
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Propriété 34

Soient x, y € R. Par stricte croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que :

Ve'=e=x=y, vV ef<ed = zx<y.

Propriété 35 (algébrique)

Pour tous x, y e R et pour tout n € N,

X
vV eV =e"xe¥ vV e ¥ = 1 W L v e =(e")"
eX ey

5.3 FEtude de la fonction logarithme népérien

Définition 36 (Logarithme népérien)

La fonction logarithme népérien est la fonction f : Elle est définie comme 'unique primitive

10; 400 —R
X — In(x)
qui s’annule en 1 de la fonction inverse. Autrement dit,

In'(x) = % etIn(1)=0

Remarque 37 : In(0) n’existe pas!! Mais In(1) = 0.

Proposition 38 (Logarithme et exponentielle)

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.
Ainsi, In est définie sur R} et pour tout y € R}, In(y) est I'unique réel x tel que e* = y.

Propriété 39 (Dérivabilité)

1
La fonction In est dérivable sur ]0; +ool et pour tout x €]0; +oo], In'(x) = =.
X

Proposition 40 (Variations et représentation graphique)

La fonction In est strictement croissante et admet pour représentation graphique :
2N

N
5
100 /1 2 3 4 5 6 7 8%
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Propriété 41

Soient x, y des réels strictement positifs. Par stricte croissance de la fonction In, on en déduit que :

v In(x)=In(y) = x=y, v In(x) <In(y) = x<y.

Propriété 42 (algébriques)

Pour tous a, b réels strictement positifs, on a:

v In(1)=0 v ln(%) = In(a) - In(b)

v In(ax b) =In(a) +In(b) v In(/a) = % In(a)

1
v ln(z) =-ln(@ v In(a¥) = kIn(a) pourtout ke Z

1
Remarque 43 : 1l n’existe pas de formule pour simplifier IE(Z; ni pour In(a + b).

5.4 Résolution d’équations et inéquations avec des exp et des In

Méthode 44 (Résolution d’'une équation du type e = g, e*™ = e’™ Inu(x) = a oulnu(x) = In v(x))

1. On cherche le domaine de définition.

2. On applique la fonction exponentielle ou In de chaque c6té de I'équation. Attention, on applique la fonction In

3. Onrésout ensuite la nouvelle équation et on vérifie que les solutions appartiennent bien au domaine de défini-
tion.

Exemple 45 : Déterminer le domaine de définition puis résoudre e?** =4 etInBx+2) =1

Remarque 46 : Les méthodes pour résoudre des inéquations sont les mémes que pour les équations.

Méthode 47 (Résolution d’'une équation du type ae** + be* +c=0ou a(nx)?>+ blnx+c=0)

1. On cherche le domaine de définition.
2. On effectue le changement de variables : X = e* ou X =Inx.

3. Onrésout ensuite la nouvelle équation avec X et on n'oublie surtout pas de chercher x ensuite (c’est ce que 'on
voulait au départ). On vérifie que les solutions appartiennent bien au domaine de définition.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Exemple 48 : Déterminer le domaine de définition puis résoudre I'équation e** —3e* +2=0

6.1 Etude des fonctions puissances

On connait déja la notion de puissance dans le cas ou1 'exposant est un entier relatif. On peut étendre cette définition
dans le cas ol1 'exposant est un réel.

0; + —10; +
Soit a € R. La fonction puissance alpha est la fonction f : {] ool ] ol

— x® = ealnx

Remarque 50 :

v’ Cette définition est cohérente avec la notion de puissance ol '’exposant est un entier relatif. En effet, si n est un

n
entier relatif et x un réel strictement positif, x" = (el”) =e"n¥,

v 1l est impossible de considérer x < 0 dans la définition précédente. En effet, la fonction In n’est définie que sur
10; 400 .

v Lécriture x* n’est qu'une notation. Pour étudier une telle fonction, il faudra TOUJOURS repasser par I'écriture
exponentielle (sauf sil’exposant est un entier relatif).

v(x) In(u(x))

De méme, pour étudier les fonctions du type u(x)"™, il faudra commencer par écrire u(x)’™ = e car

v(x) n'est a priori pas un entier relatif.

Propriété 51 (Regles de calcul)

Soient a et b deux nombres réels strictement positifs et a et f deux nombres réels.

v’ Avec des puissances différentes,

a®xaf=af L —g0P (a%)P = a®*P
ab
v’ Avec des puissances identiques,
aaxba’:(axb)a d_a_(g)a
b* \b
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Proposition 52 (Représentation graphique)

La représentation des différentes fonctions puissances est donnée par les graphiques suivants.

CasO<a<l1 Casa>1 Casa<0
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
ol 1 2 3 4 5 6 7 8 X ol 1 2 3 45 6 7 8 X ol 1 2 3 4 5 6 7 8 X
Remarque 53 :

v Sia =0, alors pourtout x€] 0; +oo [, x* =1.

v Sia =1, alors pour tout x€] 0; +oo |, x% =x.

Proposition 54 (Dérivabilité)
1

v aeN*. Lafonction x — x% est définie et dérivable sur R et sa dérivée est x — ax® .

v acZ*. Lafonction x — x% est définie et dérivable sur R* et sa dérivée est x — ax® .

v aeR\Z. Lafonction x — x% est définie et dérivable sur R* et sa dérivée est x — ax®'.

Proposition 55 (Variations)

v Casa<0:x— x% eststrictement décroissante sur] 0 ; +oo |.

v Casa>0:x— x%eststrictement croissante sur] 0; +oo [.

1 1 1\a
Remarque 56 : Les fonctions x® et x« sont réciproques 'une de I'autre pour tout a # 0. En effet, (x*) @ = x et (x a ) =X.
Leurs représentations graphiques sont donc symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

6.2 Le cas particulier a = — : la fonction racine carrée

N =

—>|R+

R
xX—Vx

La fonction racine carrée est la fonction { oi1 v/x est défini comme l'unique réel positif dont le carré vaut x.

Remarque 58 :

vV x2 est défini pour tout x € R mais (\/})2 n’est défini que pour x € R,. De plus, pour x € Ry, V x2 = x et pour
XeER_, Vx°=-x.

1 1 1
v Pour tout x >0, (x2)? = x2*? = x donc pour tout x € RY, x2 = V/x.
On peut prolonger la fonction f1 en 0 en posant f1 (0) = 0. On retrouve alors la fonction racine carrée
2 2

. o A . . . 1 .
v/ Pour tout entier n = 2, on définit de méme les fonctions racines n-iéme f1 pour @ = — en posant aussi f1 (0) = 0.
n n n
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Proposition 59 (Dérivabilité)

. . , ’_ !
La fonction racine carrée est dérivable sur R} et pour tout x € R}, (\/E) =—.

2Vx

Proposition 60 (Variations et représentation graphique)

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R... Elle admet pour représentation graphique :

AN
31

21

14

Propriété 61 (algébrique)

Pourtousa, beR,,ona:

Vaxb=vaxVb et @z%pourb;«éo.

Remarque 62 : En regle générale, Va+ b # Vva+ V'b. Par exemple, 5= V25=v16+9#V16+vV9=4+3=7.

Définition 63 (Expression conjuguée)

Soient a et b deux réels positifs tels que a # b. Alors |'expression conjuguée de v/a + Vbest Va—Vb.Onaalors:
(\/ﬁ+\/5) (\/E—\/z) =a-b

En particulier, on utilisera I'expression conjuguée pour écrire les quotients différemment.
1

Va+vb

Remarque 64 : L'utilisation de la forme conjuguée sera notamment utile pour lever des indéterminations dans le cadre
du calcul de limites. C’'est une technique a retenir.

Exemple 65 : Soit x € R,. Alors
1

Vitd- %
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

6.3 Résolution d’équations et d’'inéquations avec des racines

Méthode 66 (Résolution d’'une (in)équation avec des racines carrées)

1. On cherche le domaine de définition (les termes sous la racine doivent étre positifs et les racines sont toujours
positives.)

2. 1l faudra ensuite « se débarrasser » des racines en mettant I’(in)équation au carré puis la résoudre. Pour le pas-
sage au carré, on suppose de plus que les deux membre sont de méme signe.

3. Enfin, il sera trés important de prendre I'intersection des solutions de I’ (in)équation mise au carré et du domaine
de définition pour avoir les solutions de I’(in)équation de départ.

Exemple 67 : Résoudre 'équation v3x +5—3 = 0 puis I'inéquation v3x+5-3<0

7.1 Etude de la fonction valeur absolue

g Définition 68

Soit x € R. On appelle valeur absolue de x, notée | x| le réel défini par: |x| = { X stx=z0

-x six<O0

La fonction valeur absolue est la fonction f: R — R
x = x|

Exemple 69:[12,2| =12,2;|-5|=5¢€t|0] =0.

Exercice 70 : Ecrire sans les valeurs absolues les nombres suivants :
1. ’\/5 - 1)
2. |m=5]|

3. |x—3|enfonctionde x e R

Proposition 71 (Dérivabilité)

La fonction valeur absolue f est dérivable sur ] — oo, 0[ et sur ]0, +oo[ mais pas en 0.
Si x>0, alors f'(x) = 1etsix<0,alors f'(x) = -1.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

Proposition 72 (Variations et représentation graphique)

La fonction valeur absolue est strictement décrois-
sante sur R_ et strictement croissante sur R, . Elle ad-
met pour représentation graphique :

O I R N

5-4-3-2-10 1 2 3 4 5%

Proposition 73

v VxeR,|x|=0. vV VxeR,|—x|=|x|.

Remarque 74 : En particulier, pour tous x, y € R, |x— y| = |y — x|.

Propriété 75 (Opérations et valeur absolue)

Pour tous réels a et b, on a les propriétés suivantes :

v labl=lal x |b| aj_la
v )b’ D) pour b#0
v |la+bl<|al+|b| v lal—|bl<|a-Db|
(1ere inégalité triangulaire) (2éme inégalité triangulaire)

Remarque 76 : On n'a pas toujours |a+ b| = |al + |b|. Donner un exemple pour lequel I'égalité n’est pas vérifiée.

Proposition 77 (Interprétation en termes de distance)

v/ Soit x € R. Alors | x| représente la distance entre 0 et x.

v Soient a et b € R. Alors |b — al représente la distance entre a et b.

Exemple 78 :
e Ladistance entre 2 et 5 est

e Ladistance entre —3 et 2 est

Proposition 79

On déduit de la proposition précédente que pour tout réel r positif et pour tout réel x :

|x|=r <x=roux=-r
lx|lsr < -r<sxsr

|x|=r < x=roux<-r
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Proposition 80

Pour tousréels aet b,onalal=|b| < a=boua=-b.

Proposition 81 (Lien entre la valeur absolue et la racine carrée)
VaeR, Va-=]al.

Remarque82:Si x = 0, V x2 = x. Sinon, il ne faut pas oublier la valeur absolue. En effet, v/ 5% = V25 = 5 mais V(=52 =
V25 =5# 5.

7.2 Résolution d’équations et d’'inéquations avec des valeurs absolues
Remarque 83 :Si M <0, alors
1. I'équation |x| = M etl'inéquation |x| = M n’ont pas de solution.

2. tous les réels sont solutions de | x| = M.

Méthode 84 (Résolution d’'une équation de la forme |u(x)| = |v(x)])

Pour faire « tomber » les valeurs absolues qui encadrent les deux membres d'une égalité :

[u(x)| =lv(x)| <= u(x) = v(x) ou u(x) = —v(x) et on résout chacune des équations obtenues.

Attention : cette méthode s’applique uniquement si les valeurs absolues encadrent tout le membre de gauche et tout
le membre de droite.

Exemple 85 : Résoudre [2x + 3| =5 et [2x + 3| = [5x — 2|

Méthode 86 (Résolution d’'une équation de la forme |u(x)| + |v(x)| = a)

Pour se débarrasser de la valeur absolue, on utilise la définition de la valeur absolue, a savoir pour tout réel ¢ :

t sit=0
[t = .
—t sit<O0

et on I'applique aux éléments u(x) et v(x).
On réécrit alors 'équation sans les valeurs absolues sur différents intervalles et on les résout. On n'oubliera pas de
vérifier que les solutions appartiennent bien aux intervalles de définition.

Remarque 87 : On procede de la méme maniere s’il faut résoudre une inéquation.
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Exemple 88 : Résoudre |2x + 3|+ [5x—2| =4

8.1 Etude de lafonction partie entiére

gD éfinition 89

Soit x € R. On appelle partie entiére de x, notée | x|, 'unique entier qui vérifie
lx] =x<|x]+]1.

La fonction partie entiére est la fonction

Remarque 90 : | x] estle plus grand entier inférieur ou égal a x. C’est la fonction que vous utilisez lorsque vous donnez
votre age.

Exemple 91:[3,7] =3 et |-5,2] =—6

Exercice 92: |5] = , [ZJ = ,17,77...] = =11 = , 0] = ,1-1,3] = , -7 =
Proposition 93
Soit x e R.
vV |x]<x<|x]+1. vV x-1<|x]=<x. vV VneZ |x+n]=|x]+n

Remarque94 :Soit ne Z,si x € [n,n+ 1], alors |x] = n.
La fonction partie entiere est constante sur les intervalles de la forme [n,n+ 1[oune Z.
8.2 Résolution d’équations et d’'inéquations avec des parties entiéres

Pour résoudre des équations et inéquations avec des parties entiéres, on n'oublie pas de déterminer le domaine de
définition et on utilise :

Proposition 95

VneZ VxeR, |x]=n<<—n<x<n+1.
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3% Exercice 1 (Equation et inéquation du premier degré) :
Résoudre I'équation (E) : 3x+ 1 =0 puis I'inéquation (I) : 3x+1<0surR.

& Exercice 2 (Inéquation du premier degré avec un parametre) :
Résoudre I'inéquation de parametre réel m : (m> —1)x < m+1.

3¢ Exercice 3 (Equation du second degré) :
Résoudre I'équation (E) : 3x> —5=0surR.

3% Exercice 4 (Equation et inéquation du second degré) :
Résoudre I'équation (E) : 2x°+x-6=0et I'inéquation ([) : 2x°+x-6>0surR.

& Exercice 5 (Equation du second degré avec un parametre) :
Discuter et résoudre sur R suivant les valeurs de m 'équation : mx* —2mx+2 =0.

'ﬁ' Exercice 6 :
Ecrire les fractions suivantes sous forme de fractions irréductibles.
L oaZ? (2 1) 11
313 2 3. C= 59 31
4 S
P 18 27
2 g=3__
=73 3 (11 12
Z 4, D==-x|——-—
4 2 4 5

& Exercice 7 (Fractions) &
Donner les fractions suivantes sous forme de fractions les plus simples possible.

1 N 2x+1 7
1. A=— —-—,neN 2. B= -——, xeR\{-1;1}
n? 4n xX2-1 x+1
3% Exercice 8 (Equation avec fractions et polyndmes) :
2x 4
Résoudre I'équation —— + —— =3.
x+3 x-1
& Exercice 9 (Inéquations avec fractions et polyndémes) :
Résoudre les inéquations :
2x 4 X x-1
. —+——=<3 2. 5—=s——
x+3 x-1 xX2+17 (x-1)2
3% Exercice 10 (Simplifications avec des puissances) :
1. Calculer les expressions suivantes.
(@) A=3x2%+5x43 (© Cc=-2*
(b) B=1-3*x(-5)? d D=2*x(-9)+3°-(5*+271)

2. Ecrire, si possible, sous la forme d’une seule puissance de 2.
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-4

_n3 4 -2
@ A=z 2 © C=2'+2tx2
2 d) D=@2%) % x @242
82 64
(b) B=2—4 (e) E:3_4

'3:1' Exercice 11 (Simplifications avec des puissances) :
Simplifier les expressions suivantes. On considérera que n est un entier relatif.

_ 272.43.5%.37 3. C=(—1)n_1><(—1)”x(—1)”_2 ~ (—12)3 x 22n+1

1. A= —————7— 5. F= —5——7——
28.5-3 33n+4 y yn

9 7 _19y2n+1 (1)n-1 3 9-7 n+1

, o 21x107x28x10 4_D=_( 12)>"*1(3) 6 po X2 x(l)

1200 x (1073)2 gngn 2-1)2 4
3% Exercice 12 (Développer) : Développer puis réduire les expressions suivantes :
=2 +7x-4)(x*-1) 2. B=(-x+3)* - (x+2)? 3. C=@x-1)?

*I?f Exercice 13 (D’autres identités remarquables) : Pour tous réels a, b et ¢, développer puis réduire :

1. (a+b)® 3. (a-b)(@®+ab+ b
2. (a—b)3 4, (a+b+c)2

3% Exercice 14 (Factoriser) : Factoriser les expressions suivantes :

A=(x-1DR2x%+4x) - Bx-2)(x—1) 3. C=16-x>+3(x—4) &
B=(4x+1)*-(4x+1)

3t Exercice 15 (Logarithmes et exponentielles) : Simplifier les nombres suivants :

1. ¢3In@ 3. —¢~n(z) 5. In(Vet) —In(Ve?)

1

2 2In®) 4. In o7

& Exercice 16 (Logarithmes et exponentielles) :
20 20 (e¥)*
1. ln((2+\/§) )+ln((2—\/§) ) 3. W
In V5+1 +In v5-1
2 2 4. (e"+e ) -(e"-e % xeR

3t Exercice 17 (Résolution d’équations avec exponentielles ou logarithmes) : Résoudre les équations suivantes :

1. (B):e* =2 3. (B):In(x*-3)+5=0 5. (E):e** +e*-6=0

2. (B): e —e" =0 4. (B):In@Bx+1) =In(x)

& Exercice 18 (Résolution d’équations et 1nequat10ns avec exponentielles ou logarlthmes) 3 Résoudre :
1. ef+e =2 .Inx+In(x+1) =In2 . 3ln(x)*-7In(x)—10<0

3% Exercice 19 (Racines et identités remarquables) : Simplifier les expressions suivantes :

L A=V2T-Vi5+aVI2 3.C=m+\/(\/§—2\/§)2 5. E:ii‘/z+;
V3 (V7 ve 7B

1+v3

1
& Exercice 20 : Montrer que si x =100, alors Vx+1-yx< —.
Indication : on pourra faire apparaitre 'identité remarquable (a — b)(a + b).

N

S
S

2. B=

'3:1' Exercice 21 (Résolution d’(in)équations avec des racines carrées) : REsoudre les (in)équations suivantes :
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1. Vx24+9=5. 2. Vx24+3=2x. 3. V2x—4<x+2.

& Exercice 22: Résoudre les inéquations

L 5(1)"<10_10 2. Va-x<x-7. 3. Vx+5=2Vx2-4
3] =

& Exercice 23 (Astuce intéressante a retenir) :
1. Résoudre dans R1'équation X+ X —6=0.

2. En déduire la résolution des équations x* + x> ~6 =0 et x+ V/x—6=0.

& Exercice 24 (Valeur absolue) : Résoudre les (in)équations :

1. [2x+4]| =|x-3] 4. |x*-8x+11|=4 7. 1x+1l+12x+1]=0
2. 12x-1|<3 5. |2x+5|-|x-1]=2
3. 14-2x|<8 6. |x+3|+|x+2|=7 8. |[x+3|+|x+2|<7

'3':1‘ Exercice 25 : Résoudre :

1. [2x+1]=3 ], L%JZ% 5. |_2x] = {_%J 7 bJsl
2 |5]=1 o t=3] 6. [+ =3 e [5)>1

/ﬁ\ 3% Exercice 26 (Inéquations simples) : Résoudre les inéquations suivantes sur R :

1. 4x-7<5 2. -2x+3=9 3. -5x+4>-2
/ﬁ\ 3% Exercice 27 (Equation et inéquation du second degré) :
g
Résoudre I'équation (E) : 4x° —6x+2 =0 et I'inéquation (I) : 4x°> —6x+2 <0 sur R.
/ﬁ\ & Exercice 28 (Equation du second degré avec un parameétre) :
q g p

. . . 1
Discuter et résoudre sur R suivant les valeurs de m 1'équation : x*> — mx+ ~ = 0.

A

& Exercice 29 (Equations avec fractions et polyndmes) : Résoudre les équations suivantes :

6x-1_ 3x+1 WB+2x?-x+1

. = —— ) - 2
4x-1 2x-5 : 1 2oxtx

/ﬁ\ & Exercice 30 (Inéquations avec fractions et polyndmes) : Résoudre les inéquations suivantes (en précisant le
domaine de définition).

X x+1 X 1 x+3 x-4
l, —=<=—— 2. —+ <1 3 —_—

< . < . <
x+1 x-1 x+1 x(x-1) x—-1 x+2

/ﬁ\ 3% Exercice 31 (Simplifications avec des puissances) : Simplifier les expressions suivantes. On considerera que n
est un entier relatif.

1. A=23x472 3 C:& 5. F =81 _ g« pn+2
. 103 6 Fo (1)1 ) (=1)3" + (=1)"
5 x 253 152 x 52 x 73 x 6 x 275 ' (1)1 (=1)27 x (=1)" x (=1)
B="%s b D 2 x5 3 x 2 2

/ﬁ\ 3% Exercice 32 (Logarithmes et exponentielles) : Simplifier les nombres suivants :
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1. In(Ve) 4. In(¥/e) ( n(e? ) (_l -3 )
Y i, B G 7. In|\/exp (-1n(e?)) 8. exp 3ln(e )
3. In(e™'?) 6. e nin@

/ﬁ\ 3% Exercice 33 (Résolution d’équations avec exponentielles ou logarithme) : Résoudre les équations ou inéqua-
tions suivantes (N’oubliez pas le domaine de définition.)

1 e2 3= 3. 3¢* +4e*-7=0 5. (Inx)* =-2-3Inx
9 AX+l _ ,—5x+4 4. In(x-2)=3 6. In3x+1)<In(2x-1)

/ﬁ\ 3% Exercice 34 (Résolutions d’équations avec des racines carrées) : Résoudre les équations suivantes.
Rappel de méthode :

1. Isoler la racine carrée, par exemple dans le membre de gauche

2. Etudier le signe de I'expression sous la racine carrée et du membre de droite. Les deux doivent étre positifs
3. Appliquer le carré aux deux membres et résoudre I’équation obtenue.

1. Vx—-4=2 2. Vx2-4=3-x 3. Vx+1=2x
/ﬁ\ & Exercice 35 (Résolutions d’'inéquations avec des racines carrées) : Résoudre les inéquations suivantes.

Rappel de méthode :
On suit le méme principe qu’a I'exercice précédent. Comme la fonction carré est strictement croissante sur R, il faut
vérifier que les deux membres sont positifs. On peut alors mettre au carré en conservant I'inégalité.

1. Vx+2<x-4 3. V7iI—-x<x-5.
2. Vx24+41-1>0 4. Vx24+x-2<2x-1

xercice Fquations avec valeurs absolues) : Résoudre les équations suivantes.
A 3¢ Exercice 36 (Equat 1 bsolues) : Résoudre les équat t
Ici presque toutes les équations sont de la forme |x| = a. Les études de signes sont donc inutiles : si a >0 on a |x| =
a < x = aou x = —a. Seule la derniére question nécessite une étude de signe.
1. [x=2|=12x+2] 3. |x—3|=-5. 5. 2x=-3|-|12—-x|=1.

3
2. |x+3|=5. 4. |3x—1|:§
/ﬁ\ 3% Exercice 37 (Inéquations avec valeurs absolues) : Résoudre les inéquations suivantes.
Quand on a la forme | x| < a avec a positif, on al’équivalence avec —a < x < a. Pour les autres formes, il faut passer par
une étude de signe pour faire « tomber » les valeurs absolues.

1. [x+1]=3 2. [4-2x|<8 3. 2x-1l=|x-1].

/ﬁ\ & Exercice 38:
1. ATaide de l'inégalité triangulaire, montrer que pour tout x =0, |x —2| < x+ 2.

2. Comparer [x—2| et x+2 quand x < 0.

& Exercice 39: Prérequis : dériver une fonction de la forme In(u), tableau de variations, limites.
2x-2

x?>-2x-3

2. On considere la fonction f définie par

1. Etudier le signe de I'expression

f(x)=In@2x* —4x—6)
(a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Déterminer I'expression de sa dérivée f”.

(c) Etudier le signe de f’ puis dresser le tableau de variations complet de f.
Si on demande un tableau de variations complet, c’est qu'il faut y faire figurer les limites aux bornes de
I'ensemble de définition.

Lycée Louis Thuillier 21 ECG 12026 - 2027



CHAPITRE 1. FONCTIONS USUELLES ET METHODES DE CALCUL

v/ Quand on a des fractions Quand on additionne des fractions, on essaie de choisir le plus petit dénominateur
commun pour ne pas alourdir les calculs.

On n’oublie pas non plus que diviser par une fraction revient a multiplier par son inverse.
» TD : exos 5-6

Pour simplifier des fractions, il n'est pas judicieux de tout multiplier surtout si c’est pour obtenir de grands
nombres. On peut décomposer chaque nombre au numérateur et au dénominateur pour effectuer des simpli-
fications.

v/ Quand on a des puissances Il faut bien str apprendre les différentes regles de calcul. Et il est important de se
rappeler que (—1)" vaut 1 ou -1 en fonction de la parité de n.

» Cours:rem 27; TD : exo0 9-10

v Quand on a des racines carrées On n’'oublie pas que V a? = asi a >0 et Va2 = —a si a < 0. On peut résumer
par V a- =|lal.
» TD:exo 18

Quand on a des racines carrées au dénominateur d'une fraction, il faut penser a la quantité conjuguée pour
simplifier car on ne peut pas additionner des racines sauf si ce sont les mémes.

» Cours:ex65; TD:exo 18

v/ Il faut bien maitriser les identités remarquables. En particulier, on retiendra ¥-1=x+D)(x-Detx*—2x+1=
(x—1)2. Ces deux exemples sont souvent utiles pour faire des simplifications.

» TD :exos 11-12-13-18

v 1l faut aussi connaitre les propriétés du logarithme et de 'exponentielle pour pouvoir effectuer des simplifi-
cations.

» TD: exos 14-15
v/ Quand on a des valeurs absolues Il faut se rappeler que |a| = |b| < a=boua = -b.
v/ Quand on a des parties entiéres Il y a deux propriétés importantes a retenir :
e VxeR, x| <x<|x]+1.
e VxeR,VneZ, |x+n]=|x]+n.
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¢ On commence par chercher le domaine de définition de 'équation ou de I'inéquation. Il peut y avoir des
problemes lorsque vous avez des fractions, du In ou des racines carrées.

» TD : exos 1-2-3-7

v’ Ensuite, on résout I'(in)équation sur son domaine : il faut maitriser les différentes techniques vues en cours.

Degré 1 1l faut connaitre le signe de ax + b pour a, b e R.
» TD:exos 1

Degré 2 1l faut connaitre les solutions d'un trinéme et leur signe.
» TD : exos 2-3-4
Fractions On commence par mettre les fractions au méme dénominateur. Pour les équations, il faut que

le numérateur soit nul et le dénominateur non nul. Pour les inéquations, il faut étudier le signe du numé-
rateur ET du dénominateur (il ne faut surtout pas I'oublier!!!)

» TD : exos 6-7-8
Exponentielle et logarithme Si vous avez du logarithme, pensez a utiliser I’exponentielle et réciproque-
ment.

Si vous avez des équations de la forme ae® + be* + ¢ = 0 ou a(In(x))? + bIn(x) + ¢ = 0, il est judicieux de
faire le changement de variables X = e* ou X = In(x).

» TD: exos 16-17

Racine carrée Pour « enlever » les racines carrées, on passe habituellement au carré des deux cotés de
I'inégalité.

» TD : exos 19-20

Valeur absolue Il y a deux techniques principales : soit on utilise la propriété rappelée plus haut, soit on
exprime la valeur absolue de chaque partie de I'(in)équation en fonction de x et on résout I’(in)équation.
» TD: exo 23

Partie entiere On utilise la propriété VxeR, |[x| =n<=n<x<n+1.
» TD : exo 24

v/ Enfin, on vérifie si les solutions sont dans le domaine de définition et si elles vérifient 'équation. Il est crucial
de faire cette étape quand on a des racines carrées car le passage au carré est généralement une implication et
non une équivalence.

¢’ On n’oublie pas de conclure en donnant les solutions.

On remarquera que généralement, pour une équation, il y a un nombre fini de solutions (= quelques valeurs de
x) alors que pour une inéquation il y a souvent un ou plusieurs intervalles solutions.

S’il n'y a aucune solution, on écrit S = @ (ensemble vide).
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p
1. Second degré
— Calculer A = b —4ac

et xo

raux de signes
-

— Connaitre les expressions de x;

— Inéquation : connaitre les tabl-

-
2. Puissances entiéres

(am)n = amn

— Penser a décomposer :
4=2% 8=2% 9=3
— Pas de simplification sur une

somime
.

N

Chapitre 1
Fonctions usuelles

‘ et méthodes de calcul
/

3. Puissance et racine carrée
— Domaine de vx: x=0

— Vérifier les signes avant de
mettre au carré

—Vx2=|x]

Y

p
4. Exponentielle et logarithme

— e* définie sur R
- In(x) définie sur R}
In(ab) =Ina+1nb,
a
In—=lna-1Inb,
n H na-In

In(a™) = nlna

In(e®) = x, Y =y

— expression indispenable

4P = gbina

p
\ 5. Valeur absolue et partie en-

tiere

lu|=a <= u=aouu=-a

lu|l=a < -a<u<a

lux)|=n <= n<ux)<n+l

6. Réflexes de méthode

Lycée Louis Thuillier

1) Déterminer le domaine

2) Transformer I'expression

3) Faire un tableau de signes si
besoin

4) Vérifier les solutions finales

- Souvent : étude de signe
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