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3% Exercice 1 (Equation et inéquation du premier degré) :
Résoudre I'équation (E) : 3x+ 1 =0 puis 'inéquation (I) : 3x+1 <0 surR.

1 1
On obtient Sg = {_5} etS;= ]—oo;—g].

& Exercice 2 (Inéquation du premier degré avec un parametre) :
Résoudre I'inéquation de parametre réel m : (m?>-Dx<m+1.

Ici on est tenté de diviser par (m? — 1) pour isoler x dans le membre de gauche. Mais il faut vérifier
que ce nombre soit non nul pour pouvoir diviser. De plus, il faut chercher le signe de ce nombre :
s’il est négatif, il faudra changer I'ordre de l'inégalité.

On remarque que m?—1= (m—1)(m+ 1). Donc cette expression s'annule pour m € {—1;+1}. De
plus, on vérifie que cette expression est strictement positive si m €] —oo; —1[U]1; +o0[ et strictement
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négative si m €] — 1;1[ (polyndme du second degré en m). On distingue donc les cas suivants.

Cas 1. m €] — co; —1[U]1; +ool. Alors m?> — 1 > 0. On a donc

5 m+1
m —1Dx<m+l<<—=x< >
m-—1
— x<
m-—1

1
On en déduit que I'ensemble des solutions est| S = ] —00, —
m —

Cas 2. me] —1;1[. Alors m? —1 < 0. On a donc

m+1

m2—1
1

m-1

(m2—1)x<m+1<=>x>

— x>

1
On en déduit que I'ensemble des solutions est| S = ] T +00
m —

Cas 3. m = —1. Alors m? —1=0. On a donc
(mz—l)x<m+1<:>0<0

On en déduit que I'ensemble des solutions est .

Cas 4. m = 1. Alors m?> —1=0. On a donc

m?>-1x<m+1<0<2

On en déduit que I'ensemble des solutions est .

3% Exercice 3 (Equation du second degré) :
Résoudre I'équation (E) : 3x* -5=0surR.

. -0-+v60 V15 0+v60 15
On calcule A = 60 et on obtient x; = =— et x; = = .
6 3 6 3
v15 V15
On en déduit| S = {_T’T} |

3% Exercice 4 (Equation et inéquation du second degré) :
Résoudre I'équation (E) : 2x* + x —6 = 0 et I'inéquation (I) : 2x* + x—6 > 0 sur R.

On reconnait un polynéme du second degré. On n’a pas a manipuler I’expression : on calcule di-
rectement le discriminant A et on calcule les racines.
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Pour déterminer les solutions d'une inéquation du second degré, on se souvient que le trindbme
est du signe du coefficient dominant (celui de x°) al’extérieur des racines.

& Exercice 5 (Equation du second degré avec un parametre) :
Discuter et résoudre sur R suivant les valeurs de m 1'équation : mx* —2mx+2 = 0.

Onrappelle que m est un parametre, donc on effectue les calculs comme s’il s’agissait d'un nombre
connu.

On remarque que si m = 0, le terme en x> disparait. Dans ce cas ce n'est pas une équation du
second degré.

Pour m = 0, I'’équation devient 2 = 0 qui n’a aucune solution.

Pour la suite, on suppose m # 0.

Pour résoudre cette équation de degré 2, on détermine le discriminant.
A=4m*-4xmx2=4m*—8m=4m(m-2).

On remarque que A s’annule pour m = 0 et pour m = 2 (racines évidentes). Le cas m = 0 est exclu
(voir ci-dessus).

Cas 1. A > 0, c’est-a-dire m €] — 0o; 0[U]2; +00l. Alors I'’équation admet deux solutions distinctes :

S_{4m+\/4m2+8m_4m—\/4m2+8m}
B 8 ' 8 i

Cas 2. A <0, c’est-a-dire m €]0; 2. Alors I’équation n’admet aucune solution : .

; N 04 . . . 4m m
Cas 3. A =0, c’est-a-dire m € {2}. Alors '’équation admet une unique solution :| S = {?} = {?} 5

311’ Exercice 6 :
Ecrire les fractions suivantes sous forme de fractions irréductibles.

. A_z(z 1) 11

T332 3 c=_9 3
4 > 1
370 18 27

2. B="%— 3 (11 12
> 4. D="x|—-=
4 2 4 5
2(2 1) 2 1 2 1

L a=2(z-3)=3x 553
33 2/ 7376 18 9
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370 4-15 4 -11x4 -44
2. B=3__ - = _ A
3 3 3 9 9
4
1 1 1-3 -2
9 3 9 _ 9 -2 54 12
3 C=3 T~ 1213 "9 13 13
18 27 54 54
3 (11 12) 3 55-48 3 7 21
4, D=—x|———|=—=x = — X — = —
2 \2 " 5)72" 720 2720 20

& Exercice 7 (Fractions) :
Donner les fractions suivantes sous forme de fractions les plus simples possible.

1 . 2x+1 7
1. A=——-—,n€eN 2. B=———— xeR\{-1;1}
n? 4n x2-1 x+1
L 4ol 3 _4-3n
" n2 4n o 4n?
5 B_2x+1 7 _2x+1—7(x—1)_2x+1—7x+7_—5x+8

¥2—1 x+1 x2-1 x2-1 x2-1

3#{’ Exercice 8 (Equation avec fractions et polynomes) :

3 ) ) 2x 4
Résoudre I'équation —— + —— =3.
x+3 x-1

L'équation est définie si x € R—{-3;1}. On a alors

2x 4 2x 4
——+—=3¢—~ —+—-3=0
x+3 x-1 x+3 x-1
2x(x—1)+4(x+3)—-3(x+3)(x—-1)
— =0
(x+3)(x—1)
—x*—4x+21

— =
(x—-D(x+3)

—x?—4x+21=0

(x—D(x+3)#£0

x=-7oux=3
xg{-3;1}

On en déduit ’ensemble des solutions| S = {—7; 3}

& Exercice 9 (Inéquations avec fractions et polynémes) :
Résoudre les inéquations :
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2x 4
1. —+—<3
x+3 x-1

X x—1

. <
x2+17 (x-1)2

1. Lensemble de définition de cette inéquation est R\ {—3;1}. Pour x e R\ {—3;1}, on a

2x —x%—4x+21
—+—— <3 ———<
x+3 x-1 x+3)(x-1)
—(x+7)(x-3) -
(x+3)(x—-1)
(x+7)(x-3) -
(x+3)(x—-1)
On va donc dresser un tableau de signes de I’expression obtenue.
X —00 =7 -3 1 3 +00
x+7 - 0 + + +
xX+3 - - 0 o +
x—1 = = - 0 +
x-3 = = = - 0
+ —
(x+7)(x-3) L 6 - N -9
(x+3)(x—-1)

On obtient comme ensemble de solutions

| S =] — 00; —7]U] — 3;1[U[3; +oo|

2. L'ensemble de définition de cette équation est R\ {1}. Pour x e R\ {1}, on a

X x-—1
<

x(x=12%=(x=Dx%+1) -

X241 (x—1)?

(X2 +1D(x—1)2
x(x—-1)—-(x*+1) _
x2+1D(x-1
—-x—1
—— <0
x2+1D(x-1

On va donc dresser un tableau de signes de I’expression obtenue.

x —00 -1 1 +00
x—1 - - 0 +
x*+1 + + +
-x-1 + 0 - -
—-x—1
@ el E

Lycée Louis Thuillier
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La valeur x = 1 est exclue car n'appartient pas a ’ensemble de définition. On obtient comme
ensemble de solutions‘ S =]—-00;—-1]N]1; +o0] ‘

3% Exercice 10 (Simplifications avec des puissances) :

1. Calculer les expressions suivantes.

(@ A=3x2*+5x43 (c) C=-2*%
(b) B=1-3%x(=5)? d D=23x(-9)+33-*+27h

2. Ecrire, si possible, sous la forme d’'une seule puissance de 2.

-4

_n3 4 -2
@ A:23X2_5 (© C=2"+2"x2
2 d) D=2%%x@2 %2
82 64
(b) B:2_4 (e) 5:3_4

1. (@ A=3x2*+5x43=3x16+5x64=48+320=2368
(b) B=1-3%2x(=5)2=1-9x25=1-225=—-224
(c) C=-2*=-16

_ 93 _ 3_ (2 -1y _ _ _ 1 —_ _ _
(d D=2"x(-9)+3"-(5"+27")=8x(-9)+27 25+2 =-72+27-255=-70,5

2—4
_ 93 _ 93 -9 _ »—6
2. (a) A=2 X?—Z X 2 =¥
82 232 26
(b) B:—:—( ) =— =22
24 24 24

(c) C=23+2%x2"2=2%4+2% ne peut pas se simplifier. On obtient 8 + 4 = 12 qui n’est pas
une puissance de 2.

d D=) P x@H2=2""x28=27"

6* 2*x3* -

(& E=3="7

'3:1' Exercice 11 (Simplifications avec des puissances) :
Simplifier les expressions suivantes. On considerera que n est un entier relatif.

1 A— 2_2.43.54.37 3. C — (_l)l’l—l x (_l)n x 5 E_ (_12)3 X221’l+1
ST 28573 (—1)"2 - T T 3ana  gn
21 x10° x 28 x 107 (—12)27+1 ()" 23 %277 (1)
2. B= — 4. D=- 6. F=——— x|~
1200 x (1073)2 gngn 2-m) 4
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On pense a décomposer pour faire apparaitre toutes les simplifications possibles. Ensuite on re-
groupe les puissances des mémes nombres avec les regles du cours.

_ 272435737 272265437

L. 853 = 853 272+6-854=(=3)37 _ 2~45737 On remarque que 4 = 2% donc 4° =
22)3 = 26
21 x10% x 28 x 107
2. B= =10%°7% = 22952972 on commence par simplifier les 3.

1200 x (1073)2
3. C= (D" Ix (=" x (-1)" 2 = (~1)*" 3 = (D" = (-"!

A (_12)2n+1 (%)n—l _122n+lg—n+l  32n+lgdn+29-n+l 5 23
- _ __ _ o
. gngn 32n23n 32n93n
(_12)3 x 22n+1 _332622n+1 27
> E= 33n+4 x g4n - 33n+492n :_33n+1
— 1 _
2-m2 \4 2-2n

3% Exercice 12 (Développer) : Développer puis réduire les expressions suivantes :

1. A= X3 +7x-4)(x* - 1) 2. B=(-x+3)% - (x+2)? 3. C=(2x-1)°3

On utilise la double distributivité ou les identités remarquables. Attention aux signes "moins"!
Mieux vaut d’abord le laisser devant une parenthése lors du développement, et changer les signes
dans un second temps.

1. A=Rx3 +7x-4)(x*-1) =2x° +5x3 —4x> - 7x+4
2. B=(-x+3)°-(x+2?=5-10x
3. C=02x-1°%=8x-12x>+6x-1

3¢ Exercice 13 (D’autres identités remarquables) : Pour tous réels a, b et ¢, développer puis ré-
duire :

1. (a+b)® 3. (a—b)(a®+ab+b?)

2. (a-b)® 4. (a+b+c)?

1. (a+b)*=a®+3a*b+3ab*+b*

2. (a—b)® = a® -3a’b+3ab* — b® on peut aussi appliquer I'égalité précédente en remplacant
b par —b.

3. (a-b)(@®+ab+b)=a®-b°

4. (a+b+c)’=a’>+b*>+c*+2ab+2ac+2bc

3% Exercice 14 (Factoriser) : Factoriser les expressions suivantes :
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1. A=(x-1)(2x* +4x) - (3x—-2)(x—1) 3. C=16-x*+3(x—4) &

B=(4x+1)%-(4x+1)

L A= (x=-1DRx*+4x) - Bx-2)(x—1) = (x— 1) (2x* +4x) - (38x-2)) = (x— 1) 2x* +4x-3x+2) =

(x—12x* +x+2)
On vérifie que le polynome du second degré obtenu a un discriminant strictement négatif.
On ne peut donc pas factoriser davantage.

. B=(@4x+1)?—(4x+1) = @x+1)((@x+1)—1) = (4x+ 1)(4x) = 4x(4x+ 1)

C=16-x*+3(x-4)=@A-0)@4+x)+3x-4H)=@-0@4+x)-3@-x)=@-x(4+x-3)=
4-x)1+x)

3% Exercice 15 (Logarithmes et exponentielles) : Simplifier les nombres suivants :

1.

2.

o)}

S 3. _e-n(}) 5. In(Ve)—In(Ve?)
1

e~2nd) 4, ln(ﬁ

Sn@ _93 _g

1
e—21n(3) — 3—2 - _
9
In(1 1In(1/2 1\
—e n(i) =—e n(1/2) = — (E) =-2

1 17
ln(ﬁ) =-In(e’ ") =-17

1 1 1 1
In(ve4) —In(ve?) :Eln(e‘l)—iln(ez):§x4—§><2:2—1:1

& Exercice 16 (Logarithmes et exponentielles) :

1.

2.

20 20 (e*)*
Y31 (Y52
o i 4, e*+e 2 —(e*-e 2% xeR

. 1n((2 + \/5)20) +1n((2 = \/5)20) =20In(2+v/3) +20In(2 - v3) = 20(In@ + v3) +In(2 - V3)) =

20In (2 +v3)(2 - v/3)) = 20In (22 — v/3") = 20In(4 — 3) = 20In(1) = 0

2
R e R e B e S

2 2 2 2

2)
X\ X X
(e)” __ e _ gP-(2=2x41) _ 221
e(x—l)2 ex2—2x+1
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4. (e +e )P —(e"—e )2 =(e"+e Tref—e (e +e T —etre ) =2e " x2e =46 ¥ =4e" =4
Pour la premiére étape, on a factorisé en reconnaissant la forme a® — b*.

3t Exercice 17 (Résolution d’équations avec exponentielles ou logarithmes) : Résoudre les équa-
tions suivantes :

1. (B):e**=2 3. (B):In(x*-3)+5=0 5. (B):e**+e*—6=0
2. (B): e —eX =0 4. (E):InBx+1) =In(x)

1. (E):e** =2 Léquation (E) est définie sur R. Pour xe Rona:

(E) < In(e**) = In(2)

— 2x=1In(2)

In(2)
xX=—-
In(2)
Donc|S=q——¢ |
2
2. (B): e - e® = 0 définie sur R
(E) < &** = e
—2x=x°

<~ x=0oux=2

On a résolu I'équation du second degré soit en factorisant (x* — 2x = x(x —2)), soit par calcul
du discriminant A.

3. (B):In(x*-3)+5=0
Léquation (E) est définie si x?—3> 0, donc sur | —oo; —V/3[U]V/3; +ool. (on détermine le signe
du polynome du second degré x* — 3 : du signe de a = 1 a 'extérieur des racines)

(B) = In(x*-3)=-5

5

— x* -3 = e °on aappliqué la fonction exponentielle

— x*=3+e°

< x=V3+edoux=-V3+e>d

On vérifie que les racines appartiennent bien a 'ensemble de définition et on en déduit

S={-V3+e5:V3+e5}|

*

1
4. (E):In(3x+1) =In(x) Définie si x >0 et x > == donc sur R}

(E) <—=>3x+1=x
1

S x=-—
2

Or la solution trouvée n'appartient pas a 'ensemble de définition de (E). On a donc .
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5. (E):e** +e* -6 =0. Définie sur R.
Comme cette équation contient plusieurs termes en e*, on effectue le changement de va-
riable X = e*.

(B) = X*+X-6=0
<~ X=20uX=-3
—e*=20ue*=-3
< ¢* =2 on élimine le second cas, qui est impossible

— x=1In(2)

On en conclut que | S = {In(2)} |.

& Exercice 18 (Résolution d’équations et inéquations avec exponentielles ou logarithmes) : Ré-

soudre :
1. e¥+e *=2 2. Inx+In(x+1)=1In2 3. 3In(x)?>-7In(x)—10<0

1. ef+e *=2(F)
X —X ]- . y 2 . ].
Onpose X =e*.Onaalorse ™ = e ce qui donne I'équation X + K 2.

On multiplie par X les deux membres :

(B) = X°-2X+1=0

— X=1
—e'=1
<~ x=0

On conclut que .

2. Inx+In(x+1) =In2(E)
Léquation (E) est définie sur R} (car il faut vérifier x >0 et x+ 1> 0). On a alors :

(E) <= In(x(x+1)) =In(2)
< x(x+1) =2 en appliquant la fonction exponentielle
= x*+x-2=0

<~ x=loux=-2

On élimine le cas x = —2 qui n'appartient pas a I’ensemble de définition. Ainsi, | S = {1} |.

3. 3In(x)? - 7In(x) — 10 < 0 Définie sur R* (il faut avoir x > 0).
On effectue le changement de variable X = In(x) pour obtenir 3X* — 7X — 10 < 0. Une étude

10
de signe donne X € |-1; ?]
On trouve donc| S = [e‘l;e%] |
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3% Exercice 19 (Racines et identités remarquables) : Simplifier les expressions suivantes :

1. A=V27-V75+4V12 3.C = \J1-v2? + 4. D:(\/?—\/E+\/7+\/€)2
Y (v5-va) L LeVE 1VE
. _1+\/§ ' 1- \/_ 1+v2

1. A=V27-vV75+4V12=3V3-5V3+8V3=6V3
V3 V3a-v3) _ f—:—s 3—f
1+\/_ 1-3

3. C=\/(1-v2)2+ \/\f\f =v2-1+v5-v2=v5-1

On utilise V x* =xsix=0et Vx* = —x si x <0, en vérifiant d’abord le signe des expressions
données.

4. D= (\/7—\/6+\/7+\/6)2 :7—\/E+2\/7—\/6\/7+\/6+7+\/6: 14+2\72-V6 =14+

2v/43
1+\F 1-v2  (1+v2)2+(1-v2)?

2. B=

5 E= =—(1+2vV2+2+1-2v2+2)=—
1—\/_ 1+v2 1-2
1
& Exercice 20 : Montrer quesi x =100, alors Vx+1—-+vx < 20"

Indication : on pourra faire apparaitre I'identité remarquable (a — b)(a + b).

Soit x = 100. Alors par croissance de la fonction racine carrée sur R; on a v x = 10. De méme,

vx+1=10.

On en déduit que

x=100>vVx+1+vx=20

1 1
— par décroissance de la fonction inverse sur R’

\/x+ +\/_ 20
:\/x+1)—\/35%

1 B Vi+1+x _Vx+1+yVx
VIF1-y/X (Varl-yDWx+1+vm) 1

En effet,

'1:1' Exercice 21 (Résolution d’(in)équations avec des racines carrées) : Résoudre les (in)équations
suivantes :
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1. Vx24+9=5. 2. Vx243=2x. 3. V2x—-4<x+2.

1. V x2+4+9=5(E) définie sur R

(E) = x*+9=25

<~ x=—4oux=4

On a donc .

2. V x?+3 =2x(E) définie sur R.
Pour pouvoir mettre au carré, on vérifie d’abord que les deux membres soient positifs.

Cas 1. x <0, alors (E) n"admet aucune solution.
Cas 2. x = 0, alors 2x = 0 donc on peut mettre chaque membre de I’équation au carré

(B) = x*+3=(2x)?

<~ x=—-1loux=1

On exclut le cas x = —1 car on a supposé x = 1.

On adonc .

3. V2x—4 < x+2(I) définie sur [2; +o0].
Pour x € [2; +oo[on a x+2 = 0, donc on peut mettre chaque membre de I'inéquation au carré.

() = 2x—4 < (x+2)?

— x*+2x+8=0

Le polynome du second degré obtenu a un discriminant négatif, il est toujours positif (signe
du coefficient dominant).

On adonc .

& Exercice 22 : Résoudre les inéquations

1. 5(l)x<10—10 2. VA—-x=x-17. 3. Vx+5=2Vx2-4
3] =
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1 X
1. 5(5) <107 '%(1) définie sur R.

() —> 5¢°0(3) < 10710

— ¢~ *In@d o %10_10

1
— —xIn(3) < 1n(310‘1°)

<— —xIn(3) = -10In(10) — In(5)
- 101n(10) + In(5)
N In(3)

En divisant par —In(3) < 0. Donc| S =

101n(10) + In(5) [
; +00
In(3)

2. V4 —x < x—7 définie sur | —oo;4].
On remarque que pour x <4onax—7<0.

Donc

3. Vx+5= V x?—4(I) définie sur [-5; —2] U [2; +oo[. On étudie les signes des deux expressions
utilisées dans les racines carrées.

(I)<=>x+52x2—4

— x*-x-9<0

1-v37 1+v37
2 2

> X €

Pour conclure, on vérifie parmi cet ensemble de solutions, lesquelles appartiennent a I'en-
semble de définition de I'inéquation (/). Attention a vérifier I'ordre des bornes de ces en-
sembles!

Donc|S =

;=21 U |2;

1- /37 1+V37
2 2

& Exercice 23 (Astuce intéressante a retenir) :
1. Résoudre dans R I'équation X+ X —6=0.

2. En déduire la résolution des équations x* + x> —6=0et x+ vVx—6=0.

1. On trouve

2. Onpose X = x°.

P+x*-6=00X>+X-6=0
S X=-30uX=2

o x*=-3o0ux’*=2
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Le premier cas étant impossible, on conclut| S = {—V2;V2} |,

Pour la seconde équation, on pose X = v/x. Alors X2 = x.

X+Vx-6=0X>+X-6=0
o X=-30uX=2
oVvVx=-3ouyvx=2

Le premier cas étant impossible, on conclut| S = {4} |.

& Exercice 24 (Valeur absolue) : Résoudre les (in)équations :

1. 12x+4|=|x-3| 4, |x2—8x+11|:4 7. |x+1|+2x+1]=0
2. 2x-1|=<3 5. 2x+5|—-]x-1|=2
3. 14—-2x|<8 6. |x+3|+|x+2|=7 8. |x+3|+|x+2|<7

1. 2x+4|=|x-3| <= 2x+4=x—-30u2x+4=—(x—-3).

. 1
On obtient| S = {—7; —5}

2. 2x-1=3()

1
Casl.x= 2 alors2x—1=0. On a alors

(He?2x-1<3
S x<2
Donc on obtient comme ensemble de solutions [1/2;2].
Cas2.x<1/2
e -2x+1<3

o x=-1

On obtient comme ensemble de solutions [—1;1/2].

On adonc .

3. 14-2x|<8

On obtient .

4, |x*-8x+11|=4<= x*-8x+11=40ux’*—8x+11=—4.

On obtient| S = {1;3;5;7} |.

5. 12x+5|—-|x—-1|=2.

. . . . 2
On distingue 3 cas, selon les signes des deux expressions. On obtient | S = {—8; ——} L

6. [x+3|+|x+2|=7.

Apres avoir étudié les signes et distingué les cas, on obtient| S = {—6; 1} |.
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7. lx+1|+12x+1|=0
On remarque qu’'une somme de deux nombres positifs est nulle si et seulement si les deux

1
nombres sontnuls. Oronax+1=0 x=-1 et2x+1:0©x:—§.

Donc .

8. [x+3|+|x+2|<7
On reprend I'étude de signe menée ci-dessus. On obtient au final | S = [-6; 1]

311’ Exercice 25 : Résoudre :

— 1 1 X
1. [2x+1]=3 I —oxl= -2 7. =<1
3. [?’J . 5. | 2xJ_{ 2J LSJ
x 3 x
— | = 4 X == 2| _ —_
2 [3J 1 < {ZJ 6. [x°] =3 8 L3J>1
3
1. L2x+1J:3<:>352x+1<4<:>1§x<§
3
Donc| S = [1;—
2
X X
2. {§J:1<=>1s§<2=>3sx<6
Donc|S =[3;6]
X 1
3. {EJ == est impossible a vérifier : une partie entiére est nécessairement un entier relatif.

Donc .

4, LxJ:{—J<:>[xJz1<:>1§x<2

M| W
[

Donc|S=[1;2[|
1 1
5. |-2x]| = {—EJ — |-2x] :—1@—15—2x<0<:>52x>0
Donc| S =]0;1/2]

6. [x*| =3=3<x*<4=V3<x<20u-2<x=-V3
Penser a distinguer les deux cas : V x? peut valoir x ou —x selon le signe de x.
Donc|S=]-2;-v3]u[V3;2[|.

7. {gJSI@—<2(=>x<6

Donc|S =] —o0;6]

kIwk

8. {§J>1<=>—22<:)x26

Iw

Donc|S = [6;+oo[ |
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4 3t Exercice 26 (Inéquations simples) : Résoudre les inéquations suivantes sur R :

1. 4x-7<5 2. —2x+3=9 3. -5x+4>-2

On obtient les ensembles de solutions suivants.

6
S]. :]_00;3[) SZ :]_OO)_?)] etS3: _OO,_[.

5

A XX Exercice 27 (Equation et inéquation du second degré) :
Résoudre I'équation (E) : 4x* —6x+2 = 0 et'inéquation (I) : 4x* —6x+2<0surR.

On reconnait un polynéme du second degré. On détermine ses racines :
A=(-6)*-4x4x2=4.

o 6-2 1 6+2
Ainsi, xj=——=—-etx, = ——=1
8 2 8
) 1
On obtient| Sg = 5; 11
D’autre partle coefficient dominant est4 > 0, donc le polyndme est négatif a'intérieur des racines.
1
On en déduit | Sy = [5; 1].

A & Exercice 28 (Equation du second degré avec un parametre) :

2

. . . o . 1
Discuter et résoudre sur R suivant les valeurs de m I'équation : x* — mx + 1- 0.

On reconnait un polynéme du second degré d’inconnue x.
On calcule A = m? — 1 = (m—1)(m + 1). On en déduit les cas suivants.

S:{m+\/m2—1_m—\/m2—1}

2 ’ 2

Cas 1. A >0, c’est-a-dire m €] —oo; —1[U]1; +ool. Alors

Cas 2. A <0, c'est-a-dire m €] — 1;1[. Alors .

m
Cas 3. A =0, c’est-a-dire me {—1;1}. Alors| S = {?} |

(on peut détailler sous forme explicite : si m =1 alors S = {1/2} et si m = —1 alors S = {—1/2})

A & Exercice 29 (Equations avec fractions et polynomes) : Résoudre les équations suivantes :

6x-1 3x+1 B2 x4
T 4x—1 2x-5 2. —1

=2—x+x°

1. On commence par déterminer I’ensemble de définition de cette équation. Les dénomina-

5
teurs sont non nuls sur R\ { A_L; 5 }
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15
PourxeR\{—;—},ona:
4°2

6x—1 3x+1 6x—1 3x+1
= D el — =
4x—-1 2x-5 4x—-1 2x-5
(6x—1)(2x—5)—(3x+1)(4x—1)_0
(4x—1)(2x—5) B
6x—-1)2x-5-Bx+1)4dx-1)=0
4x—-1)2x—-5)#0

-33x+6=0

2
On en déduit que I'ensemble des solutions est| S = {—} 5

2. L'ensemble de définition de cette équation est R — {1}.
Pour xeR\{l}ona

Br2x2-x+1 2 (x3+2x2—x+1)—(2—x+x2)(x—1)
=2—-x+x =0
x—1 x—1
4x%>—4x+3
Sy
x—1
4x*—4x+3=0
x—1#0

Or vérifie que I'équation 4x* — 4x+3 = 0 n’admet aucune solution (on obtient A = (—4)* —4 x
4x3=16—-48=-32<0).

On en déduit que I'ensemble des solutions est

A & Exercice 30 (Inéquations avec fractions et polynémes) : Résoudre les inéquations suivantes
(en précisant le domaine de définition).

X x+1 X 1 x+3 x-4
l, —=—— . + < 3. —<—
x+1 x-1 x+1 x(x-1) x-1 x+2
X x+1
. —— =< —.
x+1 x-1

-3x-1

Cette inéquation est équivalente 8 ——— <
(x-1D(x+1)
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1
X —00 -1 —— 1 +00
3
—-3x-1 + + 0 - -
-1 + 0 - - 0 +
-3x-1
+ - 0 Ch -
x2-1

U]l; +ool.

1
Donc I'’ensemble des solutions est S = ] -1; 5

X 1
+ <
x+1 x(x-1)
— e =2l
—S
x(x+1D(x-1)
Et on trouve a I’aide d’'un tableau de signes que S =] —1;1 — V2]U10;1[U[1 + V2, +ool.
x+3 x—-4
5|
——1].
5

3. —<——
x—1 x+2

A Xt Exercice 31 (Simplifications avec des puissances) : Simplifier les expressions suivantes. On

considerera que n est un entier relatif.

On se ramene a

10x+2

Onseraménea ——
(x=1D(x+2)

< 0. On obtient S =] —oo; —2[U

1. A=2°x47% 4 D= 15> x 52 x 73 x 6 x 27°
5 x 253 T 102x21x573 x (272)3
2. B= 125 5. E=8""1 4" x 272
24 x 52 (—1)" (=13 + (=D
3. C= ——— 6. F= X
103 (D217 (=127 x (=) x (= 1)
3 -2 3594 -1 1
1. A=2°x472=2°2"%=2 =3
2 B= 5 x 25° :5><56 _5l+6-3 _ 4
) 125 53
3 24 x 52 2452
© T 108 23530=2x571=2
4 D 152 x52 x 73 x6x27°  3%25°5°7°2x3x27° 325572
T 102x21x53x(272)3 22523 x7x5732-6
5. E — 8n+1 _ 47’1 x 2]’l+2 — 23n+3 _ 221’121’1"’2 — 23n+3 _ 23n+2 — 2 x 2371"‘2 _ 23n+2 — 23n+2
Pour la premiére étape, on utilise le fait que 8"*! = (23)"+1 = 23x(n+D) _ p3n+3
(—1)2" (=13 + (=D 1 D3+ (=" =13 (="
6_ = X = — X - = —1 X =
(_1)2n+1 (_l)Zn x (—1)” X (_1) -1 (_1)n+1 (_1)n+1 (_1)n+1

Lycée Louis Thuillier

—(D*" 4 ) == (D) + (1) =2

En remarquant que 27 — 1 est impair pour tout entier n, donc (-1)*""! = —1.
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A Xt Exercice 32 (Logarithmes et exponentielles) : Simplifier les nombres suivants :

1. In(+/e)
2. In(e'’®)

3. In(e” V3

1 1 1

1. ln(\/z)zzln(e):ixlza
1
2. In(et3) ==
n(e ') :

1
3. In(e V) =-Z=

2
5 L 1
4. In(v/e) =In(e3) = :
In(3
5 n®-In@ _ et _3
: on@ 2

_e~Inn@) _ qn2))! =
6. e (In(2)) e

4. In(v/e)

In3)-In(2) " ln( exp(_ln(eZ)))
5. en)—n

1
~In(In(2)) 8. exp|—=In(e3 )
6. ¢ p-3in(e)

7. ln( exp(—ln(ez))) = ln(\/exp(—Z)) = %ln(exp(—Z)) = % x (=2)=-1

8. exp (—%ln(e_s)) = exp (—% X (—3)) =exp(l)=e' =e

A Xt Exercice 33 (Résolution d’équations avec exponentielles ou logarithme) : Résoudre les

équations ou inéquations suivantes (N’oubliez pas le domaine de définition.)

1 e3P =1 4. In(x-2)=3
o phrtl _ ,~5x+4 5. Inx)>=-2-3Inx

3. 3¢** +4e*-7=0 6. InBx+1)<In@2x-1)

1. €¥*73 = 1(E) définie sur R.

(E) = In(e®*73) = In(1)

—2x—-3=0

3
S X=—-
2

3
Donc Sz{—} L
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2. Ml = o754 () définie sur R.

(E) < In(e***!) = In(e™>**)

<~—4x+1=-5x+4

—=x==
3

1
Donc Sz{—}
3

3. 3e** +4e* —7=0(E) définie sur R. On effectue le changement de variable X = e*.

(B) = 3X°+4X-7=0
7
— X=louX=——

— x=In(1)=0

7
On a exclu le cas X = —— car X est nécessairement positif.
On adonc .
4. In(x—2) = 3(E) définie sur ]2; +oo].

(E)<:>x—2263

—x=e+2

Donc|S={e®+2}|care®+2 appartient bien a I'’ensemble de définition de (E).

5. (Inx)? = =2 —31In x(E) définie sur ]0; +ool.
On effectue le changement de variable X = In(x).

(E) < X?+2+3X=0
< X=-20uX=1

—x=e?oux=e!

Donc|S = {e_z; e_l} |

6. InBx+1) <In(2x—1)(E) définie sur

1
—;+00]|.
2

(E)<=3x+1=<2x-1

—>x<-2

Donc (les solutions trouvées n'appartiennent pas a I’ensemble de définition de (E)).

/ﬁ\ '1:1' Exercice 34 (Résolutions d’équations avec des racines carrées) : Résoudre les équations

suivantes.

Rappel de méthode :
1. Isoler la racine carrée, par exemple dans le membre de gauche

Lycée Louis Thuillier 20
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2. Ftudier le signe de I'expression sous la racine carrée et du membre de droite. Les deux doivent
étre positifs
3. Appliquer le carré aux deux membres et résoudre I’équation obtenue.

1. Vx—4=2 2. Vx2-4=3-x 3. Vx+1=2x

1. Vx—4=2(E) ﬁdéﬁnie sur [4; +oo[

()<= x—-4=4

<~ x=8

Donc| S = {8} | car cette solution appartient bien a I'’ensemble de définition de (E).

2. V x2—4=3- x(E) définie sur | — oo; —2] U [2; +0o]
Pour pouvoir mettre au carré, on vérifie que les deux membres soient positifs.
Cas 1. x €]3; +00l, alors 3 — x < 0 donc x n’est pas solution de (E).
Cas 2. x€] —o0;3],alors3—x=0

(E) = x*—4=(3-x)°

13
S X=—
6

On vérifie que la solution trouvée appartient bien a la fois a '’ensemble de définition de (E)
et au cas considéré.

13
Donc S:{—} |
6

3. Vx+1=2x(E) définie sur R..
Cas 1. x € [0;1/2]. Alors 2x — 1 < 0 donc x n’est pas solution de (E).
Cas 2. x € [1/2; +o0.

(E) = Vx=2x-1

— x=(@2x-1)?

1
<~ x=loux=-
4

1
Donc| S = {1} |car i n’'appartient pas a I’ensemble considéré dans ce cas.

A & Exercice35 (Résolutions d’'inéquations avec des racines carrées) : Résoudre les inéquations
suivantes.

Rappel de méthode :

On suitle méme principe qu’al’exercice précédent. Comme la fonction carré est strictement crois-
sante sur R, il faut vérifier que les deux membres sont positifs. On peut alors mettre au carré en
conservant I'inégalité.
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l. vx+2<x-4 3. V7I—-x<x-5.
2. Vx2+1-1>0 4. Vx2+x-2<2x-1

1. Vx+2<x-4() définie sur [-2: +oo[
X <4 ne peut pas étre solution. On considere le cas x = 4.

() = x+2< (x—4)?

— x*-9x+14>0

< x €] —00;2] U [7;+o0l.

Donc | S = [7; +o0o[ | (on Vérifie que les solutions trouvées correspondent au cas considéré et
al’ensemble de définition.)

2. Vx2+1-1>0(]) X définie sur R
(= Vx2+1>1

—x*+1>1
—x*>0

— xeR*

Donc[S=R"|
3. V7—x<x-5(I) définie sur | — oo;7].
Si x < 5, alors x ne peut pas étre solution de (/). On considere donc le cas x = 5.
() = 7-x<(x-5)
= x*-9x+18=0

<— x€]—00;3]U [6;00][

Donc|S=[6;7]|

4. V x?+ x—2<2x—1(I) définie sur | — oo; —2] U [1; +ool.
Six <1/2, alors 2x — 1 <0, donc x n’est pas solution de (E). On s’'intéresse au cas x > 1/2.

(I)<:>xz+x—25(2x—1)2

— -3x*+5x-3<0

On trouve A = —11 donc le polynéme est toujours négatif (ici a = —3 < 0).

Donc| S =[1;+o0o[|.

A Xt Exercice 36 (Equations avec valeurs absolues) : Résoudre les équations suivantes.

Ici presque toutes les équations sont de la forme |x| = a. Les études de signes sont donc inutiles :
sia>0onalx|=a< x=aoux=—a.Seule la derniere question nécessite une étude de signe.
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1.

2.

|x—2|=12x+2| 3. |x—3|=-5. 5. 2x-3|—-12—x|=1.
3
|x+3| =5. 4. Bx-1l=7

x=2]|=12x+2|<—x—-2=2x+20ux—-2=-2x—-2<—x=—-40ux—0.

. |x+3|=5<=x+3=50ux+3=-5<<=x=20ux=-8.

|x—3| =-5.
Une valeur absolue ne peut pas étre négative donc

3 3
B3x—-1|=—<—=3x—-1=—-o0u3x—1=——.
2 2 2

On obtient| S = {—é; §} |
|2x—3| 12— x| = 1(E).
Sur]-o0;3/2[,ona (E) < -2x+3-2+x=1<x=0.

Sur [3/2;2],ona(E) <= -2x+3-2—-x)=1<<— x=2.

Sur ]2;+o00[, ona (E) <= —(-2x+3-)(—2+x) = 1 < x =2 qui n'appartient pas a l'intervalle
étudié.

Donc m En vérifiant bien que les solutions trouvées appartiennent bien aux en-
semble considérés.

A Xt Exercice 37 (Inéquations avec valeurs absolues) : Résoudre les inéquations suivantes.

Quand on a la forme |x| < a avec a positif, on a I'équivalence avec —a < x < a. Pour les autres
formes, il faut passer par une étude de signe pour faire « tomber » les valeurs absolues.

1.
2.

[x+1]<3 3. 2x-1|=|x-1]|.
[4—-2x|<8

lx+11<3

Si x = —1 alors |x+ 1| = x + 1. Donc on obtient x+ 1 < 3 <= x < 2. On obtient un premier
intervalle de solutions [—1;2].

Six<—-1alors|x+1|=—-x—1.Donconobtient —x—1<3 <= —x <4 < x> —4. On obtient
un second intervalle de solutions [—4; —1]

[4—-2x|<8

Si x = 2 on obtient 2x — 4 < 8 ce qui donne [2;6].

Si x <2 on obtient 4 —2x < 8 ce qui donne [-2;2]

2x—1|<|x-1]|.

Sur | —oo0; 1/2[, I'inéquation s’écrit —2x + 1 < —x + 1. On obtient [0;1/2] comme ensemble de

solutions.
Sur [1/2;1], I'inéquation s’écrit 2x —1 < —x + 1. On obtient [1/2;2/3] comme ensemble de
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solutions.
Sur ]1; +ool, 'inéquation s’écrit 2x — 1 < x — 1. On obtient  comme ensemble de solutions
(I'inéquation aboutit a x < 0, ce qui ne correspond pas au cas étudié).

2
0;—].

Donc|S =
3

/ﬁ\ & Exercice 38

1. ATlaide de I'inégalité triangulaire, montrer que pour tout x = 0, [x — 2| < x + 2.

2. Comparer |x—2| et x+2 quand x <0.

1. Soit x=0.
Par I'inégalité triangulaire, |x — 2| < |x| +|—2|.
Or x =0, donc |x| = x. De plus, | -2| =2

On obtientdonc||x+2|<x+2|

2. Six<O0alorsonax—2<0, et par conséquent |x —2| = —(x —2) = —x + 2. Par ailleurs, —x = x
(comparer les signes!)

Onen conclutque||x—2|=x+2|

& Exercice39: Prérequis : dériver une fonction de la formeln(u), dresser un tableau de variations,
déterminer des limites.
2x-2
x>-2x-3
2. On considere la fonction f définie par

1. Etudier le signe de I'expression

flx) = In(2x*> —4x—6)

(a) Déterminer le domaine de définition de f.
(b) Déterminer I'expression de sa dérivée f'.

(c) Etudier le signe de f’ puis dresser le tableau de variations complet de f.
Si on demande un tableau de variations complet, c’est qu'’il faut y faire figurer les limites
aux bornes de 'ensemble de définition.

1. Lexpression 2x — 2 s’annule pour x = 1.
Le polynome x* — 2x — 3 s’annule pour x = —1 et x = 3 (a trouver par le calcul de A). Il est
positif (signe de a) a I'extérieur de ces racines.

On en déduit le tableau de signes suivant.
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X —00 -1 1 3 +00
2x-2 - - 0 " N

x - + 0 - - 0 +
2x—3

2x—2
- - + 0 ~ +
x2-2x-13

2. On considere la fonction f définie par
f(x) =In(2x* — 4x —6)

(a) f est définie sur 2x* — 4x — 6 > 0. On remarque que 2x° —4x — 6 = 2(x* —2x — 3), donc
cette expression a le méme signe que x?-2x-3.

D’apres la question précédente, on en déduit que | Dy =] — oo; —1[U]3; +ool |

4 4x—4 2x—2
(b) On utilise la formule In(u)’ = N OO btient fl(x) = al = a i
u 2x2-4x-6 |x2-2x-3

(c) Lesigne de f’ est obtenu par le tableau de signes de la question 1.
D’autre part, xlirP 2x* —4x—6) = +o0 et xlim (2x% — 4x — 6) = +oo (parabole tour-
—+00 ——00
née vers le haut car le coefficient dominant est positif). On a alors xlirP f(x) = +o0
—T00
et lim f(x)=+oo.
X——00
De méme en —1 et en 3 le polynéme est nul, donc en appliquant la fonction In, on
obtient comme limite —oco.
On obtient le tableau de variations suivant.

X —00 -1 3 +00

f'(x)

fx)
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