DM1 Corrigé

Devoir Maison n° 1

Partie 1 : applications directes

Exercice 1 (Calcul - Résolutions d’équations et d’'inéquations) : Résoudre les (in)équations (en
commencant par préciser le domaine de définition) :

1. 3¢**—3e* =0 (E)

On résout (E) sur R.

2x

(E) <= 3e**=3e = e* =¥ <= 2x=x < x=0.

Donc .

2. 2In(x+1)+In(x-1)=In(2x+2) (E)

Pour que (E) soit définie, il fautque x+1>0,x—1>0et2x+2>0
<~ x>-1,x>letx>-1.
Donc on résout (E) sur ]1; +ool. Il faut vérifier les 3 conditions.

Pour tout x €]1; +o0|,
(E) = In(x+1)*>+In(x—1) =In(2x +2)

—In((x+1D*x-1)=In@(x+1) carlna+nb=Inab

— (x+1)?(x—-1)=2(x+1) en passant alexponentielle

= (x+1)*x-D-2(x+1)=0

— (x+1)((x+1)(x—1)—2)=0 factoriser par x + 1 simplifie les calculs
= x+DE*-1-2)=0

= (x+1)(x*-3)=0

<:>x:—10ux=\/§oux=—\/§

Ainsi, | S = {v/3} |car -1 ¢]1;+oo[ et -3 ¢]1; +ool.

Inx

>0(D

1 1 T
Pour que (I) soit définie, il faut que x >0 et 1+Inx # 0, ce qui équivauta x >0 etlnx # —1, ce
qui équivauta x >0 et x # e L. Ainsi, on résout (I) sur [Rj \ {e_l}.

On a tout d’abord In(x) >0 < x> 1.

D’autre part, 1 +In(x) >0 < In(x) > -1 <= x> e L.

On fait donc un tableau de signes.

X 0 e_l 1 +00
In(x) - - 0 +
1+In(x) - 0 + +
1
n(x) " - 0 +
1+In(x)
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On en déduit que | S =]0; e ' [U]l;+oo[ |
N’oubliez pas que pour qu'une fraction soit positive, il faut que le numérateur et le déno-
minateur soient de méme signe. Il ne faut pas se contenter de résoudre le numérateur et le
dénominateur positifs.

4. 3% 1 =972 ()
On résout (E) sur R.
(F) <= In3*™ ) =In(9' ™)
— (x—1)In3=(1-2x)In9
< (x-1)In3 = (1-2x)In3?
— (x-1In3=(1-2x)x2In3
< x—-1=2(1-2x) on peutsimplifier par In3 car In3#0

<~ x—-1=2-4x

<~—5x=3
3
—x=-
5
3
Donc S:{—}.
5

5. x?<|x+2| ()

On résout (I) sur R.

(I)(:)x+22x2 oux+2<-x°

—0=>x>-x-20ux’+x+2<0

1-v9 1+v9

2—x—2,onaA:9>0d0ncx1: ; :—1etxZ:T:Z.Ainsi,Ozxz—x—Z

Pour x
pour x € [—1;2].
Pour x° + x + 2,0n a A = -3 donc pas de racine et pour tout x € R, X +x+2>0.

On en déduit donc que | S =[-1;2] |

6. [x*+3x]<4 (D

On résout (I) sur R.
Par définition de la fonction partie entiére, (I) < X’ +3x<5< x*+3x-5<0.

-3+v29 -3-v29
A:29doncx1:—etx2:T.
—-3—-v29 -3++29

Donc|S = 5 ; 5

Exercice 2 (Informatique) : Ecrire un script qui demande 4 I'utilisateur de saisir le rayon d'un cercle
puis affiche son périmetre.
Le résultat attendu est le suivant :

Donner le rayon :
le périmeétre de ce cercle est : 31.41592653589793

— Le programme devra étre recopié sur la copie. Cela n'empéche évidemment pas de le tester
d’abord sur ordinateur!
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print(le

import numpy as np
rayon = float(input('donner le rayon du cercle : "))
perimetre = 2 * np.pi * rayon

périmetre du cercle est’, perimetre)

Exercice 3 (Logique) :

1. Donner la négation de chacune des propositions suivantes. On ne demande pas de détermi-
ner si ces propositions sont vraies ou fausses, mais de les écrire sous forme logique.

(a)

(b)

(©

VxeR:,VyeR,:, x+yeR;.

dxeRy, Iy eRy, telsque x+ y ¢ Ry
VneN,dkeZtqn=2koun=2k+1
dneNtelqueVkeZ,n#2ketn#2k+1
VxeR,Vy=3,x+y>0=xy<0

dxeR3y =3, telsquex+y>0etxy=0

2. Donner la contraposée et la réciproque de chacune des propositions suivantes (on ne de-
mande pas non plus si ces propositions sont vraies ou fausses).

(a)

(b)

(c)

‘v’xeR,x:S:xZ:Q

Contraposée: VxR, x> #9 = x #3
Réciproque: VxeR, x> =9 = x=3

2—=n=1loun=0

VneN,n=n
Contraposée:Vnel\l,n;«rf1etn;éO:n;én2
Réciproque:Vnel\I,n:loun:O:'n:n2

Le carré d'un multiple de 3 est encore un multiple de 3 (commencez par traduire cette
phrase sous forme logique)

Proposition de 'énoncé: Vne Z,3ke Z,n=3k = 3Ipe Z,n* =3p
Contraposée: Vne Z,VYpeZ,n? #3p = VkeZ,n#3k
Réciproque:Vne Z,pe Z, n’ = 3p=3keZ n=3k

Exercice 4 (Sommes) : Calculer les sommes suivantes.

1. Y (2k-3)

k=0

n+1

3. Y (3-2k)?

k=3
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1. Cette somme est définie pour n € N. On a alors

n n n
Y (2k-3)=2) k-) 3 parlinéarité
k=0 k=0 k=0
nn+1)
=2——-3(n+1)
2
=nn+1)-3(n+1)

=l(n+1)(n-3)

On peut aussi donner la forme développée : n? —2n—3

2. Cette somme est définie pour 7 € N. On a alors

2 k
(—) par linéarité

_ (2/5)n+1
1-@/5)
=25t

3/5

-
-

3. Cette somme est définie pour n = 2 car il faut que n+ 1 = 3 (la borne du haut doit étre supé-
rieure a celle du bas).

Cette somme ne commence pas au rang 0 et elle contient des k* une fois développée. On a
donc 3 solutions pour la calculer :

- on commence par développer, on obtient 3 sommes. On applique les formules partant d'un
rang p pour les deux premieres sommes obtenues (somme d’'une constante et Z k) mais pas
pour la derniére, Z k?. 1l faudra donc la déterminer a I'aide de la relation de Chasles.

- on applique la relation de Chasles des le début pour simplifier I'utilisation des formules
(on applique uniquement celles partant du rang 0

- on applique un changement d’indice pour se ramener au rang 0 des le début.
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Je vous montre 1'utilisation des deux dernieres méthodes.
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voit apparaitre un facteur commun (7 — 1). On obtient alors

ntl (n-2)(n-1)2n-3)

Y 3-2k?%=2 3 +6(n—-2)(n-1)+9(n-1)
k=3
2(n—2)(2n—-3)
=(n-1) 3 +6(n—-2)+9
2n-4)2n-3)+6(n—-2)x3+27
=(n-1) 3
An?>—6n-8n+12+18n—-36+27
=(n-1) 3
4n®+4n+3
=(n—1)T

Et on peut vérifier avec le calcul de A que cette expression n’est plus factorisable.

Partie 2 : Probléemes

Exercice 5 (Calcul - Propriétés dulogarithme décimal) : Pour toutréel x > 0, on appelle logarithme
décimal de x, le réel noté log x, défini par

1. Que vautlogl0?
In10

Onaloglo= — =[1].

In10

2. En utilisant les propriétés de la fonction In, démontrer que pour tous réels a > 0 et b > 0,
pour tout entier relatif p, les égalités :

log(ab) =loga+logb log(%) =loga—logh log(a?) = ploga

In(ab) Ina+Inb Ina Inb
Pour t Sel Oetb>0,1 b) = = = =1 logh |.
our tous réels a >0 et b >0, log(ab) n10 10 ln10+ln10 oga+log
ay In(%) Ina-Inb Ina Inb
Pour t cel Oetb>0,log|—|= = = = =1 —logh
S e e A N

In(a”) plna
Pour t Gel Oeth>0, tout enti latif p, 1 Py = = =|pl ;
our tous réels a > 0 et b > 0, pour tout entier relatif p, log(a”) Inlo Inlo

3. Montrer que pour tout réel x, log(10”) = x.

Attention ici, vous ne pouvez pas utiliser la propriété précédente avec x = p car p € Z et
x € R. 1l faut donc bien démontrer cette propriété. Pour cela, on va utiliser la définition de
10.76 = exlnlO

In10* In(e*10)  xIn10
= = = = _

In10 In10 In10

Pour tout réel x, log(10™)
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4. Montrer que pour tout x > 0, 1018 = x.

Inx

Pour tout x > 0, 10'°8% = !°8¥In10 _ e In10 _ elnx _ 5

Exercice 6 (Logique) : Le but de I'exercice est de montrer que v/6 est un nombre irrationnel. On

suppose par 'absurde qu'il existe p et g deux entiers avec g = 1 tels que V6 s’écrive Z de facon

irréductible.

1. (@

(b)

2. (a

(b)

(©

Montrer que p? est pair.

1 s’agit de montrer que p* s'écrit comme 2 fois un nombre entier.

\/Ezgﬁp:\/éq:pzzﬁcf:Zx(?)qz),

Comme ¢ est un entier, g° aussi et donc 3g° aussi. Par conséquent,

p? est un nombre pair |

En déduire que p est pair.

Ce raisonnement n’est pas propre a cet exercice, il a déja été fait en cours. Il peut se
faire par I'absurde ou par contraposée.

Supposons par I'absurde que p est impair. Alors il existe un entier m tel que p =2m+1.

Ainsi, p2 =02m+ 1)2 =4m®+4m+1 = 2(2m2+2m)+1. Comme m est un entier, 2m’+2m
aussi et p® est un nombre impair, ce qui est absurde d’aprés la question 1a).

D’ol| p est un nombre pair |.

Soient m et n deux nombres impairs. Montrer que le produit mn est un nombre impair.

Ici, 'erreur classique consiste a écrire m et n comme des 2k + 1 mais m et n ne sont
pas nécessairement égaux. Prenez 2k + 1 pour 'un et 2/ + 1 pour 'autre avec k et [ des
entiers.

Soient m et n des nombres impairs. Alors il existe k e N et [ € N tels que m =2k +1 et
n=2l+1.

Alors, mn = 2k+1)2l+1) = (4kl+2k+2]1+1) =22kl + k+ 1)+ 1. Comme k et [ sont
des entiers, 2kl + k + [ est un entier et‘ mn est un nombre impair |.

En déduire que g est pair. (On pourra étre amené a raisonner par 'absurde.)

Supposons par 'absurde que g est impair.

On sait que pz = 6q2.

D’autre part, on a déja vu que p est pair donc il existe m € N tel que p =2m.

Ainsi, (2m)? = 6q2 = 4am? = 6q2 —2m? = 3q2.

Comme 3 et g° sont impairs, d’apres la question précédente, 3g° est un nombre impair.

Or, 2m? est pair donc c’est absurde car un nombre ne peut pas étre a la fois pair et
impair.

Par conséquent, | g° est pair|.

Montrer que ¢ est pair.
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Le raisonnement est exactement le méme qu’a la question 1b) en remplacant p par q.
Il n’est donc pas nécessaire de le faire sur vos copies non plus dans ce cas-la.

3. Conclure.

p et g sont pairs mais la fraction P était supposée irréductible, ce qui est absurde. Par consé-
q

quent, V6 ne peut pas s'écrire comme le quotient de deux entiers et | v/6 est un irrationnel |

4. Soient a et b deux nombres rationnels tels que a + bv/6 = 0. Montrer que a = b =0.

Casl:b#0
a+bve=0<= V6= —%. Comme a et b e Q, —% € Q. Or V6 ¢ Q donc c’est impossible et

’ b ne peut pas étre différent de 0 ‘
Cas2:b=0.

a+bVe=0<|a=0|

Exercice 7 (Sommes) : Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
1. (a) Soit k € N. Montrer que (k+ 1)! — k! = k x k!.

Pour keNona
(k+D!—kl=(k+ Dkl -kl = kl(k+1-1) = k! x k]

n

(b) En déduire la valeur de Z kxk!'ouneN.
k=0

En appliquant le résultat de la question précédente on obtient

n

Y kxkl=) ((k+1)!-k)
k=0 k=0

= (n+ 1)! - O!par somme télescopique

- [Gv 1]

n
2. Le but de cette partie est d’obtenir une expression de Z k® a I'aide des méthodes déja
k=1
connues.

Pour n € N* on définit
n n n
Sp=>Y (k+D*=k*); T,=) k% D,=) K
k=0 k=0 k=0
(a) Calculer S,,.
n

On reconnait une somme télescopique. On obtient S,, = Z ((k+ = k4) = (n+D)*-0*=
k=0

(n+1)*
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(b) Simplifier 'expression (k+ 1)* — k* pour k € N puis en déduire une expression de S,, en
fonction de T;, et D,,.

On développe pour obtenir
(k+D*—k* = (k+ 1)k +1)? - k*

= (K> +2k+D(K>+2k+1) - k*
=k 2K+ K+ 23 + 4K + 2k + K2+ 2k + 1 — K

=4k +6K% + 4k +1

On obtient alors

n
Sp=Y (4k*+6k*+4k+1)
k=0

n n n n
=4 Z k*+6 Z k* +4 Z k+ Z 1 parlinéarité de la somme
k=0 k=0 k=0 k=0
nn+1)

=4T,+6D, +4 +(n+1)

=|4T, +6D, + (n+1)2n+1)]

(c) Rappeler I'expression de D,, (appliquer la formule du cours), puis en déduire une ex-
pression de Tj,.

. nn+1)2n+1) . ) )
On sait que D, = 5 . Par ailleurs on a montré en question a que

S, = (n+1)*. On en déduit donc en remplacant ces valeurs dans I'expression obtenue
a la question précédente :

4 nn+1)2n+1)
(n+1)*=4T,+6 5 +(n+1)2n+1)

Ainsi,
nn+1)2n+1)

AT,=(n+1*-6 5 —(n+1)@2n+1)

=+ -nn+DCn+)-n+1)2n+1)

:(n4+4n3+6n2+4n+1)—(n2+n)(2n+1)—(2n2+n+2n+1)

on a repris le développement de (1 + 1)* effectué en question b.
=n*+4and+6n’+4n+1-2nd+n®+2n’>+n)-2n*-3n-1
=n*+2n’ +n?
= nz(n2 +2n+1)

= nz(n + 1)2

2 2
n“(n+1
On obtient donc| T, = %
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