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3% Exercice 1 (Sans la somme) : Ecrire sans le symbole Z les expressions suivantes
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1Y & 3. ) oF 5. =
k=1 k=10 j=33
5 5 n k i 2\p
2. k 4. 6. x(1-x7)
i:zl ,;2k+1 s

k2=1%2+2%+3%+4%+5%

DM

b
Il
—_

K=k + K+ k*+ k* + k* =5k°

DM

~.

&
Mz =

ek — elO+ell +612+€13+614+615

k=10
k 1 1 1 1

n
4. ). = + + ot
o1 2k+1 2+1 4+1 6+1 2n+1




CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

3% 4% 5% 6 77
‘——+§+3—5+§+3—7

5
6. Y x(1-x*)P=x(1-x*)°+x(1-
p=3

'3:1' Exercice 2 (Avec la somme) : Ecrire

82

+ —

38

)+ x(1-x%)°

avec le symbole Z les expressions suivantes

1. 2543% 445+ 4P 5 %_§+§__+m+(_1)n+1%1

_ 2 3 1\ ,n n
2. 1-a+a -a’+...+(-1)"a 6. In(1x2x3x...x 1)
3 a+a2+a3+ +an 7.1 des 10 i ti i
ot — =+t — . lasomme des remiers entiers pairs.

2 4 6 2n p p

1 2 22 93 22015 8. la somme des entiers impairs inférieurs a
4, —+-+—+—+...+ 20.

1 2 3 4 2016

n
1 2°43°+48°+..+n°=) K
k=2
n
2. 1-a+a®-a+..+(-1)"a"= Y (-D*a*
k=0
2 3 n n ,k

a a a a a
3. —+—+—+ —=) —

2 4 2n =2

1 2 922 93 22015 2016 k-1
4, —+—+—+—+...+ =) —

12 3 4 2016 = k

1 2 3 4 n 1l k
5. ———+=——+...+(-D™*! =Y (-pkt—

2 3 4 5 D k;( S

.In(0x2x3x%x...xn)=In(1)+1In2) +---+1n(n) = Zln(k)
k=1

10
. lasomme des 10 premiers entiers pairs: )_ 2k
k=1
9
. la somme des entiers impairs inférieurs a 20 : Z k+1)
k=0

3% Exercice 3 : Calculer les sommes suivantes, en précisant pour quelles valeurs de n € N elles

sont valables.
100 n
1) 2k k(k+1) 5 ) (3+4k+55
k=1 k=2

n

3. ).

k=1

2n n

2. Y (K*-3k+1) 4.y
k=0 k=1

2%
0
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

On applique a chaque fois la linéarité pour retrouver les sommes usuelles.

- 1w 100 x 101
L. Z(Zk) ZZk— ——10100
2n 2n
2n)(2n+1)2x2n+1
2.Pourn€|\lonaZ(kz—?)k+1)=X:lc2 32k+21_( ) )( _
k=0 k=0 k=0 6
2n2n+1)
3#+2n+1
- ¢ 1 1 nn+1)2n+1) nn+1
3. PourneN*ona ) k(k+1)=) (K+k =) K+ k= (n+1)( INCUSRY
k=1 k=1 k= 6 2
2k o10l=2" 1
4. PourneN,n=10,ona ) (29 =2"———=2"-20
k=10 1-2
+n
5. Pourn€N, n=2 0na ) @+4k+559=3 3443 k+) 5= 3(n—1)+4(n—1)—+
21 k=2 k=2 k=2 k=2
1-5

& Exercice 4 : Calculer les sommes suivantes :

n n n
1. Y (2k+3) 4. Y (-1*kekn 7. Y (n-k?
k=0 k=0 k=0
" ok adk n (2)F =
2. ) (5°-3* 5. Z(—) 3" 8. Y (n—-k+1)*avecn=1
k=0 k=0 \3 k=0
n n
3. Y (-pkank 6. Y (k—5)7%avecn>5
k=0 k=5

L nn+1
1. ) (2k+3)= sz+23 2Zk+23 s )+3(n+1):(n+1)(n+3)
k=0 k=0 k=0 k=0 =
n 1 _ 5n+1 _ (34)n+1 5n+1 -1 34n+4 -1
2. Y 5F-3*) =Y 5K Y 3hHr= - - _
,;)( ,;) Z( ) 1-5 1—34 4 80

1

L kon—k _on N (_1vko—k _on _lk_ A=)

3. Y (-DF2"R=2")y (—-pF2TF=2" )" S| ==
k=0

k=0 k=0 1-(-3)

= (=gl g
=2n ( 1) — (1_(_2)—1’1—1)
3 3
3
4 i(—l)Zkek” _ i(en)k: 1_(en)n+1 _ 1—6”2+”
. k=0 k=0 1—e" 1—en
s ‘ & < = n+1
i Z (g) = Z (g) :3”& _ gn+l _gn+l
ot k=0 \3 1-2/3
W 1=9n-9en-5+) _(n-5n-4)@2n-9)
6. Z(k 5)2 —Zl — ) _ :

Avec le changement d’'indice i = k-5
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

on peut aussi utiliser la linéarité de la somme apres avoir développe (k—5)?, mais les calculs
sont bien plus fastidieux!

nn+1)2n+1)

7. Y n-k*=) j*=
k=0 j= 6

Avec le changement d’'indice j =n—-k+1

n+1 n+1 1 2)(2 D+1 1 2)2n+3
8. Z(n k+1)° —Z] =y g Ly 13( (n+H+1) ,_(n+ )(n:; )2n+3)
j=1
Avec le changement d’indice j =n—-k

3¢ Exercice 5 (Changement d’indice) : Effectuer le changement d’indice approprié pour simpli-
fier I'écriture de la somme (on ne demande pas de calculer la somme).

10 A noje—2 n nej 2n 93k-3
1LY -4 2. ) = 3. 2.3 4. ZSk—S
i=4 k=5 Jj=1 k=2

10 6

1. Z(i—4)4: Zj4 avec j=1i—4.
i=4 j=0
nok— n-2 ]

2.2—: —avecj=k-2
k=5 ek=2 j=3 el

\S]

n . n-1
3. Y. 3" /=Y 3*aveck=n-j
j=1 k=0

2n 23k—3 2n— 123]

4. = = k-1 lors k=2n= 2 1
kg'z?)k—?) ]213] avec j = (on a alors n=j=2n-1)

3 % 1
Exercice 6 : On pose S =
oVEk+1 +\/_
1. Montrer que pour tout keN, ——==VvVk+1—- Vk.
\/k+1+\/E

2. En déduire une autre écriture de S et calculer la valeur exacte de S.

1. On montre que pour tout k € N, on a = Vk+1- Vk en utilisant I'expression

1
o Vik+1+Vk
conjuguée.
2. On a donc

90
S= Zm+\/_—1§)(\/k+1—\/%):\/ﬁ—\/6:\/ﬁ

On a reconnu une somme télescopique avec uy = Vk.
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

'3:1' Exercice 7 : Calculer :

10! 2499! 5!
1. A=— 2. B=—— 3. C=
6! 2498! 2! x 3!
10!
1.A—6——10X9X8X7 5040
2499!
B=——=2499
2498!
5! 5x4
3 = = =5x2=10
2! x 3! 2!

3% Exercice8: Simplifier, en précisant pour quelles valeurs de n € N ces expressions sont valables.

1 A= (n+1)! 3. C=(n+1) xn! 5 = Bn-1)!
n! 1 1 Bn+2)!

2. B=nl+(n+1)!-(n+2) 4 D==0m

(n+1)!
1. PourneNonaA= ' =n+l1

n!

2. PournreNonaB=n!'+(n+1)!—-(n+2)=n!l+(n+1)—(n+2)(n+1) =—-n'n(n+2)
3. PournreNonaC=(n+1)xn!'=((mn+1)!

1 1 n
4, PourneNonaD=—— =

n (nm+1)! (m+1)!

Bn-1! 1

5. PourneN*onakE= =
Bn+2)! @Bn+2)33n+1)3n)

& Exercice 9: Calculer (ou prouver le résultat donné)

1 [] & a. H(l——) 7. [1 €
k=1 k=2 k=1
n | n

2. []2k 5. H(2k+1):(2n”)' 8. []In(k)
k=1 2"n! k=1
n 1 k2—1 _(n+1)!

3. ]!:[2(1—%) 6. ]"[ o

1. 1_[ (H )(l—[ )—nlxn' (nl)z
k=1 k=1 k=1

2. ] kzZ”szZ”n!
k=1 k=1
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

n n
3. H(l——) H(

k=2 k=2
"( _) ﬁ (k+1D(k-1) 7 k+1)k 1 7 (k +1) 2 k-1 n+11_n+1

1
) = — par produit télescopique.

4. 1] =11

k=2 k=2 kx k k=2 k=2 = k 2 n 2n
n—1 n-1 l—[n 1( 2k) H2n k (271)!

5. [Tek+D=[]@k+n=22 =L —
k=0 k=0 |§ k) 2"n!  2"pl

k2—1 k-1D(k+1 +1 +1)!
6.1_[ H( )( )l—[k:n n!:(n )
k=2 k=2 2n 2n
En utlhsant le resultat du calcul 5.

nn+1)2n+1)

7. ln(H e’fz) = Z In(e) = Z k* =
k=1 k=1 k=1 6

n
2 n(n+1)2n+1)
Donc ] e =e" s
k=1

n
8. l_[ In(k) =0 car 'un des facteurs est In(1) =
k=1
Ici le passage par le In n’aboutit pas car on trouve une somme des In(In(k)) pour laquelle on

n’a pas de formule de calcul.

n
& Exercice 10 : Soit a € R. Calculer en fonction de a le produit : H e
k=1

n
k
Onnote P=[] e *.Onaalors

k=1
n & n n
S=lnP)=In|[]e* |=Y (-a=-) a*
k=1 k=1 k=1

On distingue deux cas.
Casl.a=1.Alorsa" =1 pour tout entier k. Onadonc S=-nx1=-n

On en déduit .

Cas2.a #1.0n aalors

1-a"
S=-a
l-a

1—a"+1

Onendéduit| P=e 1-a

A XX Exercice 11 (Comprendre le symbole somme) : Passer chaque expression sans somme a
une expression avec somme, et inversement.

6
3. 5+46+7+8+9+10+11+12
1];1(2k+1) RN
4 34 35 36 39
Z )
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

6
. Z(2k+1):(2+1)+(4+1)+(6+1)+(8+1)+(1f+1)+(12+1)
k=1

—

4
2. Y (2= =0-H+0-9+@-4+©9-4)+(16-4)

12
3. 5+6+7+8+9+10+11+12=) k
k=5

PR S +1_%1
B 39 =3k

/f} & Exercice 12 (Calculs de sommes) : Calculer les sommes suivantes :

n n n
1. Y k(-6k+1) 3. ) 3! 5. ) (k+2)?
k=0 k=1 k=3
n 7k 2n
2. ) —= 4.y gn*k
k=03 k=0
£ D2 1 1 1
L3 ki-6k+1)= —62k2+2k— G DSy Bt ))  pES W e gy
= 6 2 2
n 7k no(7 k 1_(%)’“’1
L EI-Bl)-
iz03%F (o\32 1-1
n K n K n r 1—(83)n+1
3. ZeS +1:eZ(83) —e Z(es) -1 :e(—g—l)
k=1 k=1 k=0 l-e
32n+1 3]1
n+2 n+2 4
n+2)(n+3)2(n+2)+1 4x5%x2x4+1)
5. 3 (k+2?% = Y i 2 = -
Z( +2) Zl Zz izzél 5 5

(n+2)(n+3)(2n+5) = 180

6
Avec le changement de variable i = k + 2 puis en appliquant la relation de Chasles.

4 3t Exercice 13 (Changement d’indice) : Effectuer le changement d’indice indiqué puis calcu-

ler la somme.

n+2
1. Y (k-2)*avec j=k-2
k=2

n
2. Y (k*-10k+25)avec j=k-5
k=5

n
3. Y 2" Favec j=n-k
k=0
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

1. Onpose j=k—2.Alorsk=2=— j=0etk=n+2
Longrightarrowj = n. On obtient donc
nt2 n(n+1)2n+1)

HEEEINEELS

2. Onpose]:k—S.Alorsk:5:>j:0etk:n
Longrightarrowj=n-5.De plus k= j+5. On obtient donc

n n->5 n-5 n-5
Y (K*-10k+25) =) ((j+5)°*-10(j+5)+25) =Y (j*+10j+25-10j-50+25)= Y j*=

k=5 j=0 j=0 j=

(n-=5)(Mm-5+1)2(n-5)+1) (n-5n-4)2n-9)

6 6

3. Onpose j=n—k.Alorsk=0— j=netk=n

Longrightarrowj = 0. On obtient donc

n 1_2n+1 1_2n+1

Zznk ZZJ — :2n+1_1

Pr’ 1-2 -1

/ﬁ\ '1:1' Exercice 14 (Somme télescopique) :

1. Pour tout k € N, calculer (k+1)% - k3

n
2. Pour tout n € N*, en déduire Z (Bk*>+3k+1).
k=1

1. Soit k€ N. On trouve (k+1)% - k3 =3k*>+3k+1.
2. Srcl)it neN*.Ona dogc

Y B +3k+1) =) (k+D)’-k)=n+1)*-1P=m+1)°-1.
k=1 k=1
Ot1 on a utilisé une somme télescopique avec uy = k°.

k
A XX Exercice 15 (Somme télescopique) : Justifier que pour k € N* onaln (m) =In(k)-In(k+

1 k
1), puis calcul In|——| ot neN*.
) pu1scacuerkX::1 n(k+1)oun

On a pour n € N*,

L k 1 1

In[—|= In(k) —In(k+1)) =In(1) -In(n+1) =-In(n+1) =In——
kz_ln(kH) k;(n() n(k+1) =In() ~In(n+1) = ~In(n+1) =In ——
On a reconnu une somme télescopique avec uy = In(k)

A Xt Exercice 16 (Factorielles) : Simplifier les expressions suivantes, ou n désigne un entier dont
on précisera les valeurs possibles.

) 2025! 3 103! . n! 2n+1)!
" 2024! " 99! " (n-2)! " @2n-1!
2. 2024!+2025! (n+1)! 1
i 4. 6. —+
(factoriser) (n+1) n (n-1!
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

2025! 2025 x 2024!

2024!  2024!
2. 2024!+2025! = 2024! + 2025 x 2024! = 2024!(1 + 2025) = 2024! x 2026

103 B 103 x 102 x 101 x 100 x 99!

= 2025

3. —= =103 x 102 x 101 x 100
99 99!
(n+1)! (@m+Dn!
4. PourneNona = =
(n+1) n+1
n! nn—1)(n-2)!
5. PourneN,n=2ona = =nn-1)
(n—2)! (n—2)!
N 1 1 1 n 1+n
6. PourneN" ona — + =—+4+—=
n (n-1)! n n n!
. Cn+1)! @Cn+1)2n)2n-1)!
7. PourneN" ona = =2n+1)2n)
2n-1)! 2n-1)!

A & Exercice 17 (Produits) : Calculer (ou prouver le résultat donné)

n2k+1 no 2k n
1. [] 2. []-—— 3. J]e*

k=1

n2k+1 2n+1
L[] = =2n+1
i 2k—-17 1
On a reconnu un produit télescopique avec uy =2k —1. On a alors uy; =2k +1.

) ﬁ 2k :ZHHHZZZIC: no1_ 2X3xeexn o, 2 2"
Do k+ 1 TIE,(k+1) 3x4x-x(n+1) n+l n+l
3. On passe par le calcul du logarithme népérien.

ln(H ek) = Zln(ek) = Z k= M
k=1 k=1 k=1 2

On en déduit en appliqua_nt la fonction exponentielle :

L nn+
[Tek=e G
k=1
. S =~ k-5 :
& Exercice 18 : On cherche a calculer S = Z e pour un entier n = 2.
k=2 -
k-5 -2 5 =3

1. Montrer que pour tout entier k = 2, = + -4+ —.
quep K21 k-1 %k k+1

2. En déduire la valeur de S grace a une propriété de télescopage.
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

k-5 -2 5 -3

= +—+
k(k2-1) k-1 k k+1
en réduisant au méme dénominateur.

1. On trouve pour k = 2, en partant de I’expression de droite puis

2. Ona donc pour n=2,

5 -3 (-2 2 3 -3
S = = Sy =
Zk(k2 Z( k k+1) ,éz(k— k k k+
SER RO TN ANEN I
&5 \k-1 k) Sl k+1) \n 2-1 n n+l 2
2 3
En utilisant deux sommes télescopiques, avec u; = T et v = 7

n
& Exercice 19: Calculer pour tout n e N*, Y kk!
k=1

Pour neN*,ona:
n n

n n
Z kki=) (k+1-Dkl=) ((k+Dk!=kD=) (k+D!-kDh=m+D!-11=(n+D!-1
k=1 k=1 k=1
On areconnu une somme télescopique avec uy = k.

n?-1
& Exercice 20 : On note pour tout n e N*, S;, = Z L\/EJ.
k=0
1. Calculer Sy, S, et Ss.
2. Pour n € N*, donner une expression S, — S,.
On pourra commencer par déterminer la valeur de LVk] quand n* < k < (n+1)>2.

3. En déduire pour n € N*, la valeur de S,,.

1. Ontrouve S; =0; So =3 et S3 =13.

2. Soit ne N".
Supposons n? < k < (n+ 1)2. Alors par croissance de la fonction racine carrée sur R on a
n<vk<n+l.
On en déduit | k| = n. On peut donc déterminer :
(n+1)%-1 n*-1 (n+1)2-1 (n+1)%-1
Sna1=Sn= Y, Wkl-Y Wkl= Y Wkl= Y n=nx(@+D*-1-n+1)=
k=0 k=0 k=n? k=n?

n@2n+1)=2n’>+n

3. Pour n € N*, on adonc

Lycée Louis Thuillier 10 ECG 12025 -2026



CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

§,=8,—-S1car§; =0
n-1
= Z (Sk+1— Sk) par somme télescopique

k=1

n-1
=Y @2k*+k)

k=1

n—1 n—1
=Y 2K+ k

k=1 k=1

(m-1ni2n-1) n(n-1)
=2 +
6 2
nn—-1MA4n+1)
6

& Exercice 21 :

1. (a) Montrer que pour toutréel x>—-1onaln(l1+x) <x
1

(b) Soit k € N. Justifier que In

1
1+§ < zk.
n 1 LA |
(c) Montrer que YneN, ) 1n(1+§) <) oF
k=0 k=0

P L 1
(d) Endéduire que VneNN, I;)ln (1 + 2—k) <2.
1 1

1
2. (a) Montrer que Vn =2, — = .
n n-1 n
n
1
(b) On pose pour tout n € N*, S, = ]; 2 Montrer que pour tout € N*, 1 < S, < 2.

1. (a) (voir démonstration en fin de chapitre 3 : on définit une fonction par A(x) =In(1+x)—x
et en étudiant ses variations, on montre qu’elle est majorée par 0.)

(b) Pour tout x > —1 on a In(1 + x) < x En particulier pour k € N, on peut appliquer cette

X 1 .
formule a x = —, ce qui donne

2k’
1 1 - 1
nil+ ? = ?
(c) Par somme d’inégalités, on en déduit que pour n € Non a
1 1 L
Y In (1 + —) <) —
k=0 2k] " (= 2k

noq 1._(l)k 1\7+1
(d) Soit neN. On montre que ) — = = :2(1—(—) )
iz02k 1-3 2

Cette somme étant majoré par 2, en utilisant le résultat de la question précédente on

s L 1
en déduit que| ) _ ln(l + 2_k) <2|
k=0
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

1 1 11

n-1 n nn-1) n?2-n

2. (a) Soitn=2.0na

Orona
nz=0=n*-n<n?
]- ]- ~ . . . * 2
=>— > — par décroissance de la fonction inverse sur R} et sachant que n°-n=0
n‘—n n
1 1
On en déduit que — < - —
n n-1 n
o]
*
(b) PourneN*,onas, = Z 2
k=1
L1
On remarque que S, est une somme de termes positifs. Doncona S, = S, = Z k_ =

D’autre part, d’apres le résultat précédent, on peut majorer

& 1
Sp < Z (ﬁ — E) + 1 On a fait sortir le terme correspondant a k = 1 de la somme
k=2 \%"
1 1 4 :
Sp< T + 1 par somme téléscopique
n
1
n

Ainsi, .

& Exercice 22 (Fonction, somme et produits) :

L 1
On pose pour tout n € N*, u,, = H (1 n(zj)).
j=1 n

1. (a) Montrer que pour tout x =0, In(1+ x) < x.
2
X
(b) Montrer que pour tout x =0, x — > <In(1+x).

n
2. Pour n e N*, calculer, a I'aide d’'un changement d’indice, Z (j-1)2
j=1
3. Soit n e N*.

(a) Dresser le tableau de variations de la fonction f définie sur [0, n + 1] par :
Vxel0,n+1], f(x)=x(n+1-x).

n+1)2

(b) En déduire que Vxe[0,n+1],0<x(n+1-x) <

n
(c) Montrer que H (k(n+1-k))=(n)" avec r un entier a déterminer.
k=1
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

R n+1\"
(d) ATaide de ce qui préceéde, montrer que 0 < n! < (T) .

n+1

(e) Montrer que <n.

In(n!) 1
(f) En déduire que 0 < n(121) < n(n).
n n

4. On pose pour tout n € N*, v, =In(uy).

(a) Pour neN*, exprimer v, sous la forme d’'une somme.

(b) Al'aide dela question 1., montrer que :

VneN*,Vjel,...,n},

In(j) (n(j)? In(j)) _In())
o o Sln(1+7)57.

(c) En déduire que pour tout n € N*,

In(n!) 1 2 2 In(n!)
e l —_— n_ .
e 2n4j;(nu)) <vns—3

(d) Alaide de la question 1., montrer que :

1 & 1 &
vneN*, 0=s— Y (In(j)*<-— ) (j-D>
ne 2n4];(n(])) 2n4];(] )

(e) En déduire que pour tout n € N*,

In(n) (n-1)2n-1) In(n)
- S Vn S .
n? 12n3 n

1. (a) On montre x =0, In(1 + x) < x en étudiant les variations de la fonction définie par dif-

férence des deux membres. Voir chapitre 3.
2
(b) Soit & la fonction définie sur R, par h(x) = x — x? —In(1 + x).

Pour x € R, on a alors
; 1 —x?
Hx)=l-x———=——=<0
1+x 1+x
Donc la fonction # est décroissante sur R . Elle est donc majorée par h(0) = 0.
2

X
Pour tout x € R; on a donc h(x) <0 et par conséquent, | x — El <In(1+x)|

2. Pour n €N, on a (avec le changement d’indice k= j — 1)

L n-l n-)n2n-1
Z(j—l)Z:ZkZ:( )n( ).
j=1 k=0 6
3. Soit n e N*.
(@) On trouve f'(x) = n+1-2x pour x € [0; 7+ 1]. On en déduit le tableau de variations
suivant.
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CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

(b)

(9]

(d)

(e)

(f)

Lycée Louis Thuillier

n+1

f'(x) + 0
2

=)
N,

D’apres le tableau de variations ci-dessus, la fonction f admet sur [0, 7 + 1] un maxi-

n+l
2

fx)

2
mum égal a ( ) et un minimum de 0.

n+1)?
Ainsi, Vxe[0,n+1],0$x(n+1—x)s(T) |

Ona

[[kn+1-k) =[] k][] (n+1-k) =nin! = (n)?
k=1

k=1 k=1

On obtient bien la forme recherchée avec r = 2.

Soit on applique un changement de variable pour faire apparaitre la définition de n!,
soit on reconnait que le deuxieme produit énumere tous ses facteurs en ordre décrois-
sant.

Tous les facteurs étant positifs, on peut appliquer le produit aux inégalités k(n+1—-k) <

2
+
(HT) obtenues en appliquant le résultat de la question 3.b) a x = k € [0;n+ 1]. On

obtient
n no(n+1)2
k(n+1—k)s]_[(

k=1 =1\ 2

, (n+1)*"
= (n!)° <

2

(n+1)”

=>nl<
2

Par ailleurs, on a n! = 0 par définition de la factorielle.

n
OSn!s(n—H) |
2

On peut donc conclure

Soit e N*.On a

n=1=2n=n+1 enajoutant n
n+1

2

>n=

n
1) <n".
+1

n n
De plus, on a montré a la question (3d) que n! < (T) .

+
On en déduit que (n

14 ECG1 2025 -2026



CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

On a donc 1 < n! < n", la minoration par 1 découlant de la définition de n!. On en

déduit par passage au logarithme népérien que 0 < In(n!) < nln(n). En divisant par n
In(n)
g — .

on obtient

In(n!)
< -

n2

n

4. (a) PourneN*,ona

v, =In(uy)

2

X
(b) On sait d’apres la question 1 que pour r € Ry, x — = <In(1+x) < x. Pour n € N* et

j € [1; n] on a donc, en appliquant cette formule a x =

j=1

(d) On applique le résultat de la question 1.a) au nombre x =
0<In(j) < j—1pourtout j € [1; n].
1)? par croissance de la fonction carré sur R, .

j:

In(n!)

n2

car Zln(]) —ln(l_[]

Jj=1

Alors, 0 < (In(j))* < (j —

Par somme d’inégalités on obtient

n n
0= n(j)*<) (j-1°
j= j=

(e) Pour n € N*, on a par changement d’indice,
(m—1)ni2n-1)

On adonc

Lycée Louis Thuillier

n—-1

Z(J—l) = Zkz

In(j) 3

\\2
(In(j)) -

n2

) =In(n!)

1 & 1 &
0<s— Y (n()?<— Y (j-1)?
= <2n4j2=1(n(])) <2n4];(1 )

-y

j=1

1 n
—2—2 ln(j))zs Uy <

6

1

?]X:(ln(])) <
1 & s

:>ﬁ2(ln(])) <

:>—— Z(ln( )? =

2nt
(c) Pour n € N* par somme d’inégalités, on a

n ln(]) (ln(j))2
>

2nt

15

N ln(])) In(j)

In(j) -
n -

<

n2 n2

ln(j))< i
21+ 2

In(n!)

1 (n—-1)n@n-1)

6

(m—-112n-1)

12n3

(rl— 12n-1)

12n3

()
2

In(j) =0, et on obtient

ECG1 2025 -2026



CHAPITRE 4. SOMMES ET PRODUITS

1l -12n-1 In(n!
Ainsi on a —frachn‘LZ’(ln(j))2 > —(nl)z(—?). Or par (4¢c) on a v, = iy
j=1 n
1l In(n!) (m-1)2n-1)
12n* Y (In(j))* = -
Jracien jZ=1( U= 12n3

In(n! 1 1
Par ailleurs, n(;z) < n(n) d’aprées 3.f). On a donc v, < n(r)
n

n
I’encadrement de la question 4c).
In(n!) B (n-1)2n-1) - In(n)

— Vn S .
n2 12n3 n

en utilisant a nouveau

On obtient donc
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