Corrigé de Mathématique éco HEC
EXERCICE

Hypotheses.

M3 (R) est 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels.
VA e M3 (R):

3 3 3
s1(A) = Zl A, s2(A) = '21 A, s3(A)= Z As;  (somme des coefficients des lignes)
j= j=
3 3

—_

]:
3
sg(A)=> A1, s5(A)=> Aia, s¢(A)=> A3 (somme des coefficients des colonnes)
i=1 i=1 =

3 3
s7(A)=>"A;;, ss(A)=> Aja, (somme des coefficients des diagonales)
i=1 i=1

(k;1) e [1,3]% E}; est la matrice de M3 (R) dont tous les coeflicients sont nuls excepté celui
situé a l'intersection de la k° ligne et de la [® colonne qui vaut 1.
B = (E1,1,E12,F13,E21,E02,F23,E31,E32,F33) , Pest une base de M3 (R) .

L |&={A]A e My (R), s7(A) =0}|.

3 3
(a) Solent A€ &, Bedet\eRonasr(A+AB)=s7(A4) =3 (A+AB),; = > (Aii+ABi;)
i=1 i=1

3 3
st (A4+AB) = Y Aii+ XY Bii = s7(A) + As7(B) donc sy est une application linéaire de
i=1 i=1
M3 (R) dans R. Comme E = ker (s7) que &€ est un sous-espace vectoriel de M3 (R).
s7(Er1) = 1 donc dim (im(s7)) = 1, dim(M3(R)) = 9, du théoréme du rang on déduit que
dim (im (s7)) + dim (ker (s7)) = 9 et donc [dim (&) = 8.

f est I'application de M3 (R) dans R® qui & toute matrice A fait correspondre le vecteur
f (A) = (51 (A) » $2 (A) » $3 (A) y $4 (A) y 55 (A) » 56 (A) » ST (A) » S8 (A)) de R®

2. (a) V(i;9) € [[1;3]]2 , A — A;; est une application linéaire de linéaire de M3 (R) dans R , or une
combinaison d’applications linéaire de M3 (R) dans R est lincaire donc , (sk)cqr,5) est une famille
d’applications linéaires de M3 (R) dans R.

Une application d’un espace vectoriel dans R® dont toutes les composantes sont linéaire est linéaire
donc

f est une application linéaire de M3 (R) dans R®|.

(b) | € = (e1;ea; e3; e4; €5; €6; €7; €3) est la base canonique de R® | F' = mat (f)

C—AB
111 000O0O0O0
0001 11O0O0O0
000O0O0OO0OT1T11
r_ 1001 001O0O0
01 0010O0T10O0
0010O01O0O0T1
100010001
001010100

3. [¢={A]A € M3 (R), Vk € [2:8] s (4) = (4)}]

(a) L’application h : M3 (R) — R7 telle que VA € M3 (R) , Vk € [1;7] , (h(A)), = sks1 (A) — 51 (A)
est linéaire. ¢ = ker (h) donc

|§4 est un sous-espace vectoriel de M3 (R) |

(b) Pour Ac M3g(R)ona<Ae¥9 &> <= <h(A)=0;s7(A) =0> <
<VEk e [1;7)] skt1(A) =51(A4);87(A) =0><= < Vk € [1;8]] sk (A) =0><= < f(A) =0 >.
Conclusion, |ker (f) =9 (& ‘
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J

Vk e [1:8] , s, (J) =3

1 1 1
1 1 1 .On a
1 1 1

<A€Y > <= <«Acker(h)> <= <Vke[L;7]] spt1(A) =51 (4) » —
=51 (A) —s1 (ésl(A)J> =0> <

<k € [T spin (A) — sk <é31 (A) J)

1
<VEk € [1;8]] sk+1 (A— 351 (A) J> =0><—

<<A:B+)\JavecB:A—%sl(A)J, B € ker (f) ,)\:%sl(A)»

. Pour A € M3(R), on a

Note : Si A =B+ \J avec B € ker (f) et A€ ¥, alors f(A) =0+ \f(J) avec f(J) = 3 donc
1 1 1

A= 2 (4) = 350 (4) = 551 ()

Conclusion, | Tout élément de ¥ s’écrit de maniére unique comme la

somme d’une matrice de ker (f) et d’'une matrice de Vect (J).

on en déduit que | dim (¢) = dim (ker (f)) + 1

a b c
Soit A=| d e =z | .On ales équivalences
y z
a+b+c =0 ( a+b+c =0
d+e+x =0 Lo
y+z—1t =0 y+z—1t =0
a+d+y =0 a—e—z+y =0
<f(4) = 03> =< b+e+z =0 >>L4<—<j;+L4<< bt+e+z =0
ct+tzxz+t =0 c+z+t =
at+e+t =0 at+e+t =0
{c+e+y =0 {c+e+y =0
Ly ( Ly
Lo Lo
y+z—t = Lj
a—e—z+y =0 a—e—x+y =0
< > <~ < > <~
at+c—e—z = Ls<Ls+L3 at+c—et+y—t = Ly<Ls+Lg
c+x+t = ct+z+t =0
at+e+t =0 a+e+t =0
{c—l—e—i—y =0 {c+e—|—y =0
Ly Ly
Lo Lo
L3 L3
. at+c—e+y+t =0 e e o Ly N
at+c—e+y—t =0 Ls+L4—Ls 2t =0 L7+Ls+Lr
Le L7+Ly—L7 Lg
at+e+t =0 c—2e+y—2t =0
{c—I—e—l—y =0 { ct+e+y =0
( L1 Ll
L2 L2
L3 LS
< La > = < Ly > donc
Ly L7 L7—Lg Ly
Lg Lg
c—2e+y =0 —3e =0
\ { ctet+y =0 \ Lg
0 v —y 0 1 -1
<Acker(f)» <= <A=| -y 0 y |=y| -1 0 1 ] on adonc
y -y O 1 -1 0

dim (ker (f)) = 1 et du théoréme du rang

dim (im (f)) = dim (M3 (R)) — dim (ker (f)) =9 — 1 = 8 c’est a dire que
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|1e rang de 'application f est 8 ‘

0o 1 -1
(e) dim(ker (f)) =1 et -1 0 1 est une base de ker (f)
1 -1 0
0o 1 -1 111
Note, -1 0 1] 1 11 est une base de ¥ | 'espace vectoriel des matrices
1 -1 0 11 1
magiques d’ordre 3.
PROBLEME
1
®: R — R , ®(0)==|
x 2
1 / & gt
xr = @ — e 2
V2T
—0o0

Premiere partie

Un équivalent d’une intégrale

1. Hypothese, | N : [0;1] — R
r = 22-2r-2(1-2)In(1-2)

(a) [0;1[ — ]0;1] est de classe C*° | In est de classe C* sur |0; +o0o[, la composée
z = l—-z
0;1] — R est de classe C* | la fonction polynéme z +— —2 (1 — x) est de classe C*>
r — In(l—-=x)
le produit [0;1] — R est de classe C® , x — x2 — 2z est de classe C> | la

r = —2(1—-2z)ln(1-2x)
différence N est de classe C° donc de classe C'! sur [0; 1].

1 _
(b) Soitd: [0;1] — R onaVr e l0;1],d (z) =1— = —" < 0donc d est stric-

r = xz+In(l-2) -z 1-w

tement décroissante continue en 0, et comme d (0) = 0 on déduit que ‘ Vee 01, In(l—z)+2z<0 ‘

et|Va:€ [0;1, In(1 —x) < —3:|.

(c) Ve e]0;1[, N'(z) =22 —2+2In(1 —z) — 2(1 — x) =2(z+In(l—2))<0.

1—=x

Vz €]0;1[, N’ (z) <0/
(d) Ducours lim ¢ln(¢) =0,pourt =1—z, lim (1 —z)In(l —z)=0donc lim N (z)=1-2= —1,
t

—0t z—1- z—1—
or lim+N (z) = 0 et de la décroissance de N on déduit que |Vz € ]0;1[, —1 < N (z) < 0]
z—0
2. Hypothese, | f: ]0;1[ — R
In(1-
Y. +1In (2 x)
x
72
(a) Pour x € [0;1], In(1 — x) = —z — — + 2% (z) avec lim e (z) =0 .
2 z—0
72 72 72
(b) Pour z € [0;1[, z+In(1—2) =2 -2 — — + 2% (z) = - = + 2% () ~ —— donc
2 2 z—07F 2
z+In(l—2) -2 ([ 2? :
f(z)= —QT oviiion > <—? =1 donc xlgngf(x) =1/, donc
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(¢)

3. Hypothese, |Vn € N* , Vz € [0;1], gn () = exp (—”—IQ (:1:))

(a)

4. Hypothese, | (vp), ey~ Vérifie Vn € N*, v, =

(a)

f: 01 — R est le prolongement par continuité de f en 0.

Pour z € ]0;1[, on a :

f/(x):_2%(<1+_—1>$_2($+ln(1—$))> R < o —Q(ZE—I—ln(l—fB))) —2.

1—=2 2 \1—z
1

—z% — —z)(z+In(l—-= —
T )

= (2?2 -2z —-2(1—2z)In(1—2))

11—z x3 (1 —x)

Conclusion, |Vz € |0;1[ , f/ (z) = —2 > 0], voir 1.(d).

23 (1 —x)
x 0 1
400
f(x) /!
1
Onapour z €]0;1[, lim In(l—2) = —ocodoncz+In(l —z) ~ In(l—z) donc
rz—1— z—1—
In(1 - In(1 -

f(x)= _2a:+n—(2x) ~ —211(—233) ~ —2In(1—z) c’est a dire que lim f (z) = +o0.

x z—1— x z—1- z—1

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0;1[, f(0) =1, lim1 f(z) =400 du
z—

théoreme de la bijection | [0;1] — [1;4o00[ est bijective |
z = f(z)

2
nx
Le produit des fonctions continues x +— e et f est continu sur [0;1] , la composée avec exp

est continue donc g, est continue, et comme Vx € [0;1], f (z) > 1 pour x € [0;1], ”T"””Qf (x) =0
nT

donc —TQ (£) <O dou Ve €[0;1[] 0 < g, (z) <1.Comme z +— 1 est intégrable sur [0; 1] on
1

déduit que g, est intégrable sur [0; 1] donc l'intégrale / gn (z) dz existe dans R.

0
1

Hypothese |Vn € N*, [,, = /gn (x)dx|.

0
Pour z € [0,1], f(x) > 1 donc —”TIQ (x) < —”T‘TQ , comme exp est strictement croissante sur on
a0<g,(r) <exp <—”T“32>
En intégrant 'inégalité sur [0; 1] on obtient,

1 Vn
o<1 </exp<_n—w2)dx _ /exp(—ﬁ)ﬁ: [ 2—7fc1>(t)}ﬁ: 2 (g (i) — 1)
NN 2 t=/nw 2 \/ﬁ n 0 n 2
0 0

donc |0 < I, < \/%(cp(\/ﬁ)—%)

La fonction @ est strictement croissante sur R et lirf ® () = 1 donc @ est majorée par 1
T—r+00

dott|[Vn e N*, 0< I, <\/Z(1-1%) = /o=

1
In(n+2)

Pour n e N* Jjonal <e<3<n+2etdelacroissance deln , 1 =1In(e) < Iln(n+2). La
fonction

t— n étant strictement décroissante sur ]0; +o0o[ on déduit que |Yn € N*, 0 < v, <1 ‘
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(b) Hypothese, |Vn € N* | w, = f (v,)| De lim In(n+2) = 400 , v, = = on déduit que

n—-too In(n+2)
lim v, =0o0r lim f(z)=1etw, = f(v,) la limite de la composée est donc
n—-+00 z—0t
lim w, = f(0) = 1. Conclusion, | lim w, =1|.
n—+o00 n—+o00

(c) Pour n € N* on a établit que g, > 0 et g, est intégrable sur [0;1[, 0 < v, < 1 donc

1 Un

I, = / gn (x)dx > / gn (z)dz | or f est positive strictement croissante sur [0;1[, donc pour

0 0
x € [0;u,],
" (@) < 25 (vn) = "5 wy done g, () = exp (=5 (2)) > exp (=57, ) do
Un VUn Un./mwn
/ (x)dx > /ex (—”x2 )daz = / ex (—ﬁ) d donc
In =2 p 5 Wn uz:p_nwn p 3 \/m
0 0 0
Un\/m 'Un\/m
2 2

Vn € N* s I > 1 / exp <—U_2> du = / exp <_u_) du

v : nw, | VR P

2 1
I, >= o (CIJ (fum/nwn) — 5)

(d) Pour n € N* |
de 3.(d) I, < \/%(1 — 3) = /7= soit encore In\/% <1

ded.(c)ona, . — P (vm/nwn) — %) < I, soit \/Lw—n (q> (vm/nwn) — %) < I, 27"
n

nw

done, |¥n € N*, 2= (@ (vay/wn) — 3) < Iny/ 5 < 1

(e) De 4.(b) lim w, =1, v, /nw, = i),/wn ~ v — 4ooor lim ®(x)=1

n—-+o0 In (2 +n n——+oo In (n) n—+o00 T—400
2 1
. . : 2 1y _ _
donc HEIEOOQ (vpy/nwy,) =1 donc nll)rfoom ((I’ (vm/nwn) - 5) = \ﬁ <1 - 5) =1
et de Pencadrement précédent on déduit que lim I,4/22=1,|1, ~ T
n——+o00 n n—-+oo on

Deuxieme partie

Quelques propriétés asymptotiques de la loi de
Poisson

On utilise les notations de la Partie I.

n!

€T
1. Hypothese, | Vo >0 ,Vn e N, J, (z) = l/ﬁ”eﬂf'ahf Note : Jy(z) =1—e"" .
0

T T

(a) Pour z >0, J; (z) = /tetdt =[t (—e*t)]g — / 1(—e ) dt = [t(—e") - e*t]g, donc
0 0
Ve>0,Ji(x)=1—(z+1)e ™

n! n!

(b) Pour z > 0et neN* J,(z)= l/75”@_150% _ L [t (—e_t)]g - /nt”_1 (—e t)at
0

€T
1
I (z) = ] —z"e™ 4 n/t”_le_tdt
0
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2.

Hypothese, | ® (X,,),,cn- sont des variables aléatoires indépendantes, sur I'espace pro-

(a)

(b)

Conclusion, | Vo >0, Vn e N* | J, (z) = J,—1 (z) — —a"e 7|

n n 1
Pour z >0, neN* J,(z)— Jy(x) = Z (Jp () — g1 (2)) = <—Eaﬁke w) donc
k=1 k=1 '
Jn (z) = Jo (v) — e‘xz <ka) =1—-e"— e‘mzk'xk =e 7 (e‘” — Em’“)
k=1 k=1 k=0

n 1 n
Conclusion, | Ve >0 ,Vn e N, J, (z) =" <e‘” — Z—xk> =1- Z—xke_z .

PourneN,z >0,

z n

1
Jo(x)== [treldt=1-) —a"e* — lcar lim 2" = lim e * =0
n! A On! n——+00 r——+00 r——+00
s =
donc lil}rl Jn (x) =1 . D’autre part t — t"e~t est continue positive sur [0; +o0o[ donc J,, est une
T—r1+00
+00

fonction croissante sur [0; +oo[ majorée par 1 donc |Vn € N ,/t”e_tdt =n! |
0

1 1
Pour n € N*, [, = /gn (x)dx = /exp (—"Tmz (:L‘)) dr en faisant le changement de variable
0 0
t

t=n(l—z),doncx=1——,de=——
n n

= fon (2058 (1 ) () = ot
2 n n /

n

t\2
or pour t € [0;n] , a(t):%exp (—%Jf( _%>>

1 t t 1 t 1, (" e .
alt)=—exp(n|{(1l——=)+In{— =—exp|n—t+nln|(-— = —c"e - = n+1tne
n n mn mn mn n mn mn

donc |Vn € N* | I, = n!nﬁ—LJn (n)

babilisé (2;.4; P), de loi & (1)
ne N, S, =Y Xi.
i=1

S, est la somme de variables aléatoire indépendantes qui suivent une loi de Poisson donc .S,
suit la loi de Poisson de parameétre la somme des parameétres, donc S, — £ (n) , Vk € N |

k
no—n
Vn e N*, P(S, <n)= e " =1=Jy(n),P(Sp2n)=1-P(Sp<n—1)=Jp1(n)|.
o 1.(c)
3. Hypothese, | Vn e N*, h,: Ry — R
r — z"e "

(a)

h,, est de classe C%° . Pour x > 0, hy, (z) = 2"~ % | hl, (v) = 2" ! (ne™® —ze %) = (n —z) 2" le™®

, bl (z) est du signe de z (n — x) d’ou le tableau de variation :
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(b)

T 0 n 400
signe (h, (z)) | 0 + 0 -
nte "
o () A "
0 0

Pour n € N*, en utilisant la définition des Jj on a
P(Spit n+1) = P(Sp<n) = (=gt (n+1) = (1= J (0)) = Jn (n) = Jup1 (n +1)

2.(b)
= Jn (n) — Jn-i—l (n) + Jn-i—l (n) — Jn-i—l (n + 1) 1?)) mnn+1€_(n+l) + Jn+1 (77,) — Jn+1 (n + 1)
1 n+1 1 n+1
= 7 u'n n n —hy
e () +1 /h+1 T /(h 1 (8) = Byt () dt
1 n+1
conclusion, |Vn € N* . P Sy < n+1) = P (S, <) = / (o () — hoin (n)) dt

n

Pour n € N* | h,, 11 est croissante sur [n;n + 1] donc Vt € [n;n + 1], hpt1 (t) — hpy1 (n) = 0 et de
3.(b) on déduit que P (Sp+1 <n+1)—P (S, <n)<0.

Conclusion | la suite (P (S, < n)), cy- est décroissante |

Pour n € [1;400[, P(Spt12n+1)—P(Sp=>2n)=J,(n+1) — Jp_1(n)
=Jo(n+1)=J,(n)+ Jp(n) — Jp—1 (n)
n+1 n+1

1 1 1
= — /t"e‘tdt——n"e_” = — [ (hn(t) — hp (n))dt <0 car hy, est décroissante sur [n;n + 1].
1.(b) n! n! n!

n

Conclusion. | la suite (P (S, = n)),cy- est décroissante |

Les deux suites (P (S, <n)),cn+ €t (P (S, = n)),cn+ sont décroissantes minorée par 0 donc
convergent .

Théoréme de la limite centrée : Si (X;,), oy~ sont des variables aléatoires indépendantes, de méme
oi , d’espérance m et d’écart type o alors

t

1 :v_
VieR, lim P X nm| <t e 2dr =% (¢t
n——+0o00 (O'f (Z ko ) ) \/271' ()

Ici Vn € N*, X, — £ (1), m:E(Xn)zlzaxn:a,donc

1 n
m(;Xk—nm> —(S —n).

3

1
* <n)= —n<0)= — - ==
Pour ne N* | P (S, <n)=P(S,—n<0)= <\/_(S n) < O)n_>—+>oo¢(0) 5
1
. . )1
Conclusion, ngrfooP (Sn, <n) 5
Pour n € N* Lo~ I, = -2 (n) = n-2:(1-P(S,<n)) ~ n!il
"V 20 nostoo " P2 1) e P2 2.(b) G " n—too N9
P1 4.(c) P2 4.
opntl 1
donc |n!  ~ ,/1 n =n"T2e7 /21
n—+oo \ 2n  e"
En utilisant (b) , pour n € N* || P (S, =n) = n—ne*" ~ Le*" _
9 9 n — - - *
n! n—+00 nn+%€_”m V2mn
Pourn e N*, P(S,>n)=1—P(S, <n—1)=1—-P(S,<n)+ P(S, =n)
. 1 : : 1
De 4.(a) ngrfooP (Sp, < n)= 3 et de 4.(b) , HETOOP (Sp, =n) =0 donc ngrfooP (Sp=n) = 5
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Troisieme partie
Médianes. Cas des variables aléatoires discretes et
des variables aléatoires a densité

Définition
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2,4, P), de fonction de

répartition F.
On appelle médiane de X , tout réel m vérifiant les deux conditions : P (X < m) >

P(X>=m)> 1.

et

DN —

On admet qu’un tel réel m existe toujours.
Remarque. d(z) =P (X <z)—P(X >2)=2P(X<a2)—-PX=2)-1=2P(X<2)+ P(X=2)-1,
d est croissante sur R, lim d(z)= -1, lim d(z)=1

r——00 T—+00
pour ag tel que d(ag) < 0 et by tel que d (bp) > 0 on construit deux suites adjacentes (an),, et (bn), \
convergente vers m avec en utilisant la méthode de dichotomie.
Vn € N, d(a,) <0, d(b,) > 0. F étant continue & droite 0 < 2P (X <m) — 1 lim d(a,) <d(m) <

n——+0o0o
nli)rfood (bp) <2P (X <m)—1<0doud(m)=0, on en déduit I'existence d’une médiane.
1. On a N € N* ,type proba=array[l..N] of real.
X une variable aléatoire discrete a valeurs dans [1; N]. On suppose que la loi de X est stockée dans
une variable 1oi de type proba.
Fonction qui renvoie une médiane de X
function mediane(loi:proba):real;
var k:integer;s:real;
Begin
k:=0;s:=0;while s<1/2 do
begin
k:=k+1;s:=s+loi [k]
end ;mediane=k;

2. Hypothese, |X est une variable aléatoire discrete & valeurs dans N admettant une espérance E(X) ‘

+00 r—1 +o0
(a) Pourr e N*, E(|X —r]) :Z\n—ﬂP(X:n) = Z(T—n)P(X:n)—i—Z(n—r)P(X:n)
n=0 n=0 n=r
r—1 +oo r—1
E(X-r)=2) (r—-n)P(X=n)+» (n—r)P(X=n)=2) (r—n)P(X =n)+E(X)-
n=0 n=0 n=0
Conclusion, |E(|X —r|)=E(X) —r+ 275:1 (r—k)P(X =k)|
k=0
(b) Soit r € N*|
r—1 r—1 r—1 r—1
(r=kPX =k = (r=k)Fk -Fk-1)=> (r=kFF - (r-kFkE-1)
k:?‘—l T—lkzo r—1 =0 r—2 w0
=> (r—k)F(k)— (r—k)F(k—l)k_:_lz(r—k)F(k)— (r—k —1)F (K)
=> (r=k)Fk)—> (r—-k=1)F(k)= > F(k)
k=0 k=0 k=0
Conclusion, |Vr € N*, 3 F (k) = S (r— k) P (X = k)
k=0 k=0

r— r—1 r—
De (a) E (|X —r|) = E(X) —r+2kZ:(r—k)P(X =k)E(X) —22— +2kZ:)F(k)

- — -

dott |Vr € N*, E(|X —r]) = E(X) +2T§ (F (k) —3)
k=0

8/ 10



(c) Hypothese, |m est une médiane de X, m € N*

Pourr € N*, E (|X — r])—E (X —m|) = E(X)+2 5" (F (k) - 1)— (E (x) 2SS (F (k) - %))
k=0 k=0

i <z (PR - -5 (Fk) - %))

k=0 k=0
r—1 1
eSir>m,E(|X—r))—E(X—-m|]) =2 > F(k:)—§ >0
k=m | \ ,
>0
oSir=m,E(|X—-r])—E(X—-m|) =0
m—1 1
eSir<m,E(|X—-r))-E(X—-m|)=-2)> F(k)—§ > 0 donc
k=r | « ,
<0
Vre N, E(|1X —r]) — E(|X —m]) > 0|
L’application N — R a un minimum en m|.
r o— E(X-—-r|)

(d) Hypothese, |n eEN* X5 P(n),X=25, |

1
e En PII 3.(c)&4(a) (P (Sn < n)),cn- est décroissante vers 5 donc P (S, < n) >

1
oEn PII 3.(d)&4(d) (P (Sn = n)),cn- est décroissante vers 3 donc P (S, = n) >

Conclusion, | n est une médiane de X |

eDe Pl 4.c P(S,=n) ~

n—+0o0 \/2mn
r—1
eDePllI2.(a)sire N, E(| X —r|)=E(X)—r+2) (r—k)P (X =k) donc pour r =n
k=0
n—1 n—1 nk n—1pk+l  n-1 ,k
E(|X—n|):2z(n—k)P(sz:)zQZ(n—k:)—e_":2e_"<z - > >
k=0 k=0 k! k=0 k! =1 (k= 1)!
n" " 1 2n
E X - = 2 —-n = 2 -n = 2 P n g ~ 2 e R
(] n|) e ] ne~"— nP (S, =n) ete n\/% -
2
Conclusion, |E (| X —n|) ~ il
n—-+oo T

3. Hypotheses,
X est une variable aléatoire & densité dont une densité f est continue sur R.
F' est la fonction de répartition de X
X admet une espérance E(X) , M : R — R
r = E(X -z

u u

(a) Pourz > Osoitu >z, /tf (t)ydt=[t(F(t)—F (3:))];‘—/ (F(t)— F(x))dt > [t(F(t) — F (x))],

xX xX
en faisant tendre u vers +o0o ’encadrement on déduit que

“+o00 x
0<a(l—F(2) < /tf(t)dt:E(X)—/tf(t)dt

T

et comme xkrfoo tf (t)dt = E(X) on déduit que xgrfoo:c (1—F(x))=0|
—00

P(-X<z)=P(X>-z)=1—P(X<—2)=1-F(—z) donc —X est une variable a den-

sité de densité = — f(—x) et de fonction de répartition = +— 1 — F' (—z) donc, en utilisant le

résultat précédent a la variable aléatoire —X on a lirf z(l—(1—F(-x))) =0, c’est a dire
T—>+00

que| lim zF (z)=0|

T——00
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—+00 x “+oo

(b) PourmGR,M(az):/|t—x|f(t)dt:/(a:—t)f(t)dt—l—/(t—az)f(t)dt

—0o0 — 00 x

x “+o00
(@ -t F () - / (—1) (F (1)) dt + [(t — ) (F () — DT / (F(t)~ 1)dt
De xEIPOO:EF () =0 ;);.fdéduit que [(z—t)F (t)]" ., =0, et de zll)IjI_loo:E (1-F(x)=0

xT

T +o00
on déduit que [(t —z) (F (t) — 1)];>° =0 donc| M (z) = /F(t) dt + / (1—-F(t))dt

T

b +oo a +o0
() Pour (a,b) € R2, M (b)—M (a) = /F(t)dt+/ (1F(t))dt(/F(t)dt+ / (1F(t))dt)

—00 b — 00 a
b a b
= [F@)ydt+ [ (A—F@t)dt= [ (2F(t)—1)dt
froefuroe]

b
Conclusion, |V (a;b) € R'2, M (b) — M (a) = | (2F (t) — 1) dt |

a

(d) m est une médiane de X.

b
1
Pourt >m F (t) > ,doncpourb}m,M(b)—M(m)z/(QF(t)—l)dt}O

2
m

,doncpouraém,M(m)—M(a):/(QF(t)—l)dtgo,dochceR

a

Pour t <m F (t) <

N —

, M (c)—M(m) =0

Conclusion, |M atteint son minimum en m , ol m est une médiane de X ‘ .
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