DS début juin 3

CONSIGNES
Tous les feuillets doivent étre identifiables et numérotés par le candidat.
Aucun document n’est permis, aucun instrument de calcul n’est autorisé.

Conformément au réglement du concours, 'usage d’appareils communiquants ou connectés est formellement
interdit durant 1’épreuve.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, & mettre en évidence les principaux résultats, &
respecter les notations de I’énoncé et & donner des démonstrations complétes — mais bréves — de leurs affirmations.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené & prendre.
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EXERCICE

On note M5(R) Pespace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels.
On pose pour toute matrice A = (a; ;)1<i,j<3 € M3(R) :

3 3 3
s1(A) = Zau, s2(A) = ZQQJ’ s3(A) = Zag’j, (somme des coefficients des lignes)
Jj=1 j=1 j=1
3 3 3
s4(A) = Z a1, Ss(A)= Z a2, se(A) = Z a; 3, (somme des coefficients des colonnes)
% 31 7 31 i=1
s7(A) = Z a; i, Ss(A)= Z @i a—i, (somme des coefficients des diagonales)
i=1 i=1

Pour tout couple (k,¢) € [1,3]2, on note Ej, la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont nuls,
excepté celui situé a lintersection de la k-iéme ligne et de la f-iéme colonne qui vaut 1.

On rappelle que la famille (Ey 1, E1 2, E13, F21,F22,F23,FE51, E39, E3 3) est une base de M3(R); on note
B cette base.

1. Soit £ l’ensemble des matrices A € M3(R) telles que s7(A) = 0.

a) Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de M3(R).
b) Quelle est la dimension de £ ?

Soit f Papplication de M3(R) dans R® qui, & toute matrice A € M3(R), fait correspondre le vecteur

f(A) = (51("4)7 SQ(A)v 83("4)7 34(A)7 35(A)7 SG(A)v 87(A)7 SS(A))
de R3.

2. a) Montrer que f est une application linéaire.
b) On note C la base canonique de R®. Ecrire la matrice F' de f dans les bases B et C.
3. On note G l'ensemble des matrices A € M3(R) telles que :

Sl(A) = SQ(A) = Sg(A) = 54(A) = S5(A) = SG(A) = S7(A) = Sg(A).

a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ms3(R).
b) On note Ker f le noyau de 'application linéaire f. Montrer que G N E = Ker f.

¢) On note J la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont égaux & 1. Montrer que toute matrice
de G s’écrit de maniére unique comme la somme d’une matrice de Ker f et d’une matrice de Vect(J).

d) Quel est le rang de l’application f?
e) Déterminer la dimension de Ker f ainsi qu’une base de Ker f.

PROBLEME

— La notation exp désigne la fonction exponentielle.
— Les deux parties du probléme sont trés largement indépendantes.

— On rappelle que l'intégrale de Gauss converge, et vaut

/ e~ 24y = /27

Partie I. Un équivalent d’une intégrale
1. Soit N la fonction définie sur 'intervalle [0, 1[, & valeurs réelles, telle que :
N(z) =2? — 22 —2(1 — z)In(1 — 2).

a) Montrer que la fonction N est de classe ¢! sur [0, 1].
b) Montrer que pour tout « € [0,1[, on a : In(1 — z) < —zx.
¢) On note N’ la fonction dérivée de la fonction N. Montrer que pour tout = € [0,1[, on a : N'(z) < 0.



d) En déduire pour tout = € [0, 1], un encadrement de N(z).

2. Soit f la fonction définie sur 'intervalle ]0, 1], & valeurs réelles, telle que :

x+1n(l —2x)
272.
x

fla) = -

a) Rappeler le développement limité en 0 & 'ordre 2 de In(1 — ).

b) Calculer il_r)r}) f(x). En déduire que la fonction f est prolongeable par continuité en 0. On note encore
f la fonction ainsi prolongée.

¢) Sous réserve d’existence, on note f’ la fonction dérivée de f.
Montrer que pour tout z €]0,1[, on a :

__N(=)
x3(1—x)

flz) =

d) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [0, 1].
En déduire que f réalise une bijection strictement croissante de [0,1[ dans [1, +ool.

3. On pose pour tout n € N* et pour tout z € [0, 1] :
na?
gn(x) = exp <—2f(9c)> .

1
a) Etablir la convergence de l'intégrale / gn(x)dz. On pose alors pour tout n € N* :
0

1
In:/ gn(x)dx.
0

b) Montrer que pour tout z € [0,1[, on a :

2
oggnu)Semp<"§>.

¢) En utilisant le résultat de l'intégrale de Gauss, montrer que pour tout n € N*, on a :

0<T, < /=<1
2n

4. Soit (vn)nen+ la suite réelle définie par : pour tout n € N*,

1

Un = In(n +2)°

a) Montrer que pour tout n € N*, ona: 0 < v, < 1.

b) On pose pour tout n € N* : w,, = f(v,). Etablir la convergence de la suite (w;),en- ; déterminer sa
limite.

c¢) Etablir pour tout n € N*, les inégalités suivantes :

VUn Un, 2 1 VU \/NWy 2
I, > / gn(z)dz > / exp <—n;wn> dx > exp (_u2> du.
0 0

d) Etablir pour tout n € N*, ’'encadrement :

2 (eI e N e
— —dx | < Iy — < 1.
\/wn /0 \/271' -

e) En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers +oo.



Partie II. Quelques propriétés asymptotiques de la loi de Poisson
Les notations sont identiques a celles de la Partie I.

5. On pose pour tout réel x > 0 et pour tout n € N* :

1 x
Jo(z)=1—¢e7" et In(z) = ﬁ/o t"e tdt.

a) Calculer pour tout réel z > 0, Ji(z).
b) Etablir pour tout réel z > 0 et pour tout n € N*, la relation :

1
In() = Jn-1(x) — —a"e™".

n!
¢) En déduire pour tout réel > 0 et pour tout n € N, une expression de J,(z) sous forme de somme.
+oo
d) Montrer que pour tout n € N, l'intégrale / t"e~'dt est convergente et calculer sa valeur.
0

e) A l'aide du changement de variable ¢ = n(1 — z), montrer que pour tout n € N*, on a :
n

£ (n).

—n!
I, n'nnJrl n

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace probabilisé ({2, o7, P),
de méme loi de Poisson de paramétre 1. On pose pour tout n € N* :

S% ::ziz)(@
i=1

6. a) Rappeler, sans démonstration mais en citant le résultat de cours utilisé, la loi de la variable aléatoire
Sh.
b) Exprimer pour tout n € N*, P([S,, < n]) et P([S, > n]) en fonction de J,(n) et J,_1(n) respective-
ment.

7. Pour tout n € N*, on note h,, la fonction définie sur R, & valeurs réelles, telle que :
hp(z) = z"e™".

a) Etudier les variations de h,, sur R.
b) Etablir pour tout n € N*, la relation :

n+1
P(Sua <ot 1) = PS, <) =~ ( [ et - hn+1<n>>dt) |

En déduire que la suite (P([S, < n]))neN* est décroissante.
Etudier la monotonie de la suite (P([S, > n]))
Montrer que les deux suites (P([S, < n]))

neN*’

et (P([Sn = nl))

sont convergentes.

neN* neN*
8. a) On admet que
1
lim P([S, < =_.
Jim  P([S, <n]) =5

En déduire, & 'aide des questions 4 et 5, un équivalent de n! lorsque n tend vers +oo.
b) Donner un équivalent et la limite de P([S,, = n]) lorsque n tend vers +oo.

¢) Déterminer
lim P([S, > n)).

n——+o00



