Corrigé : Somme et produit télescopique

1. On souhaite calculer

- 1 1
S_;(k+2_k+1)'

"1 "1
S=2 p T

Dans la premiere somme, on effectue le changement d’indice ¢t = k + 2 :

On sépare la somme en deux :

n 1 n+11
];k-l-lij:QJ
Ainsi,

Szrfl_nﬂl: 1
=3 ' =2 nt2 2

2. On veut calculer noq

+

=1

On met en facteur le terme 1/3 :

1l yrk+l (n+ 1)
P_:TnH k 3!
k=1
Donc
P:nJrl
3n

4. En retirant le terme k = 0 (qui vaut 1) :

k=1

Grace a la question précédente :

5. Par le binome de Newton :
2n+1 9 1
(z+32+ = % ( n+ )m2n+1k3k.

k
k=0
6. Pour n > 2, on connait la somme géométrique
- 2n—t 1)
o =) gy
> 71
k=2

f (Z)(—Q)k = Zi: (Z) (-2F+1-1= zn: (Z) (—2)F 1



Corrigé : Etude de matrice — Ecricome 2024

On considere

|
== O
_— O
O~

(a) Calculons (M + I)? :

111
M+I=1[1 11
111
Ainsi
111\ /111 111
(M+D1)?*=11 1 1|1 1 1]=3(1 1 1]|=3WM+1I).
111/ \1 11 111
On a donc :

(M +1)2=3(M+1)=0.

En développant :
M?24+o2M+T1-3M—-3I=0 <— M?>—-M-2I=0.

| M2 — M —21 =0

est un polynéme annulateur de M.
(a.ii) On en déduit que M (3(M — 1)) = I, donc M est inversible d’inverse M ' = (M —I).
(b) On considere

1 1 1
P=(-1 0 1
0 -1 1
On constate que
1 1 1 1 1 -2 1
-1 0 1)=|1 1 =2)|=1I
o -1 1/3\1 1 1
Donc P est inversible, d’inverse :
1 1 -2 1
Pl=-11 1 -2
S\t 11

(c) On pose D = P~ M P. Commencons par calculer P~1M.

1 -1 2 -1
PiM = 3 -1 -1 2
2 2 2
En multipliant le tout a droite par P, on obtient :
-1 0 0
P'MP=10 1 0
0 0 2

(d) On en déduit que
D=P'MP < PD=PP 'DP «— PDP !'=5LDPP ! < PDP!'=M.
Donc, M = PDP~!. Pour tout entier naturel k, notons
P(k): M* = PD*pP~1.

— Initialisation C’est vrai pour k = 0, c’est vrai(M° = I3 et PD'P~! = PP~ = [3)
— Hérédité Soit k > 0 tel que P(k). On a :

MM = MEM = (PDF¥P~Y)(PDP™') Par P(k) et ce qui a été fait en début de question
=pPDFDpP~! = pDFTIpPTL

Donc, P(k + 1) est vraie.



— Conclusion Donc la propriété est vraie pour tout k € N.

(e) En calculant, il vient :

Donc,
(—1)k (1) 2k 1 -2 1 2(—1)k 428 2F —(—1)F ¢
-1 1 k+1 k L
PDP = (—1) 0 2 1 1 =2 =3 dy, ek Te |
0 (=Dk+t 2k A1 11 gk b, ik

ou ¢k, dg, ek, fr, gk, Pk, ik sont des coefficients qu’on ne cherche pas a calculer.
Par ailleurs,

bk ap Qg
arM +bplz = | ap bp ax |,
ar ag bk
2k — (—1)k 2(—1)k +2*
Donc en identifiant les coefficients : a, = # et by = (%
T —x
. . et —e
Etude de la fonction f(z) = —
et +e "
er _ e
1. Pour tout x € R, on a e > 0 et e7* > 0, donc e® + e~ % # 0. Par conséquent, f(x) = prp— existe.
et +e
Ainsi, f est bien définie sur R.
2. Soit x € R, on a :
e~ % _ _(em _ e—z)
e (0}

Ainsi, la fonction f est impaire.

3. La fonction f est dérivable comme quotient bien défini de fonctions dérivables. Pour tout z € R, on a :

, B (63: + e—a:)(ex + e—ac) _ (eac _ e—z)(ex _ 6—3:) _ eQac + 2+ e—2ac _ (6237 -2+ 6—237) _ 4
f (l‘) - (ez +efz)2 - (61 +67x)2 - (em +efx)2'

Ainsi, f'(z) est strictement positive sur R, ce qui implique que f est strictement croissante.

4. Pour tout x € R, on a :
er _ e e2z -1 1— 672:5

f(x):ew—i—e—w T4l 14e

Comme lim e 2% =0, on en déduit que
r—+00
AP S =1
Par imparité, on obtient alors :
lim f(z) =-1.
Tr—r—00

5. On a f'(0) = 1. On déduit des questions précédentes P'allure de la courbe représentative de f :

6. Comme on l'a vu, la fonction f est strictement croissante sur R. Elle est par ailleurs continue comme
quotient de fonctions continues, donc, d’apres le théoreme de la bijection, elle définit une bijection de R
sur son image f(R) =] —1,1].



7. Siz €R,on a

1
f@)=y <= " —e "=yl +te ) = 1—ye®=(1+yle ™ <= > = 11_73

car y # 1. Ainsi, en composant par In qui est strictement croissante sur R’} , on obtient que
1+y 1, 14y

flx)=y <= 2x:1n1_y — x:§ln1_y.

Il y a donc une unique solution a 1’équation, donnée par x = %ln }J_F—Z

8. Soit y €] —1, 1[. On sait que f est inversible par la question 6 si I’on restreint son espace d’arrivée a]—1, 1.
D’apres ce qui précede, on a

(i ity RS Py S S AN N
yf<21n1_y), donc fH(y)=f f 2ln1_y 721n1—y’

donc on a bien f~! =g.
N.B. On pouvait aussi bien sir redémontrer que f(g(y)) =y pour tout y €] — 1,1].

Corrigé : Etude d’une suite

On considere la fonction f: Ry — R, définie par

et la suite (u,) définie par
ug = 1, Upt1 = fup).

1. Recherche du point fixe. On cherche a € Ry tel que f(a) = a. L’équation s’écrit :
a=+1+a.
En élevant les deux membres au carré :
=1l+a <= o*—-a-1=0.
Le discriminant du polynéme P :z — 22 —2 — 1 vaut A =1 +4 =5, donc

1++5

Comme « > 0, on garde

2. Encadrement de la suite. On étudie les variations de f. Pour tout x € R,

foon 1
f(x)—72m>0.

Donc f est strictement croissante sur R.

Pour n € N, soit P(n) : u, < «

— Initialisation : ugp =1 < a.

— Hérédité : Soit n € N tel que P(n). Par P(n) : u, < a. Comme f est croissante, on a f(u,) < f(a) =
a, donc u,4+1 < a.

Ainsi, par récurrence, pour tout n € N, u,, < a.

3. Monotonicité de (u,). Pour n € N, soit P(n) : u, < Up41.

— Initialisation On a ug = 1 et u; = f(1) = /2 > 1.



— Hérédité Soit n € N tel que P(n). On a donc :

Par P(n) Up < Upt1
Par croissance de f  f(un) < f(un+1)
Donc, Unt1 < Upyo.

D’ou P(n+1).
— Conclusion : la récurrence a abouti. Donc, la suite (un)nen est croissante.

4. Convergence de (u,). La suite (u,) est : croissante et majorée par «. D’apres le théoreme de la
convergence monotone, elle converge vers une limite £. En passant a la limite dans la relation de récurrence
Un41 = f(un), et en utilisant la continuité de f, on obtient :

0=f)=vVI+2

La limite ¢ est donc un point fixe de f, c’est-a-dire £ = a.

=

I 1+
1M Uy =
n—-+oo 2

Etude d’une suite homographique

1. a. L’équation a pour domaine de validité D =R\ {—2}. Siz € D, on a

6+
24 x

=1 <= 6+z=202+2) <= 2+ —-6=0.

Or le polynoéme 22 + z — 6 a pour racines 2 et —3, qui appartiennent bien & D. L’équation a donc pour
solutions 2 et —3.

b. Supposons que (u,)nen est constante. Soit n € N. Comme la suite est constante, on a up11 = Up-
Autrement dit, on a
b6t uy,

T 24w,

Un,

Par conséquent, u,, est solution de I’équation de la question précédente. Nous savons donc que soit u,, = 2,
soit u, = —3.
Comme la suite est constante, tous ses termes sont égaux. D’apres ce qui précede, soit ils sont tous égaux
a 2, soit ils sont tous égaux a —3.

2. Nous allons raisonner par récurrence. Pour tout n € N, posons P(n) : “u, # 2”.
Initialisation. Comme on a supposé ug # 2, la proposition P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n), et montrons P(n + 1). Raisonnons par I’absurde et supposons que
P(n+ 1) est fausse, c’est-a-dire que u,+1 = 2. On a alors

6+ uy,
2+ uy,

=2, clest-a~dire 6 + u,, = 2(2 + u,,), donc u, = 2.

Il y a contradiction avec P(n), donc on a bien montré que P(n + 1) est vraie.

3. Soit n € N. On a

Ups1 +3 5T 3 64 un+3(24u,)  Adu, +12 g t3

Unp1 =2 SEE -2 Gy —224un)  —un+2 Uy —2

= —4v,,.

Un4+1 =

On a finalement bien montré que (v, )nen est géométrique de raison —4.
4. Pour tout n € N, on a
ug + 3
=(—4)"vg = (—4)"——.
= (=)0 = (—)
Comme pour tout n € N, on a v, (u, — 2) = u, + 3, on déduit que u, (v, — 1) = 2v, + 3. On remarque
que v, — 1 # 0 : sinon on aurait u, + 3 = u,, — 2, ce qui est impossible. Finalement,

Lo 2o 3 20)"EES 3 2(-4)"(ug +3) +3(ug — 2)
Tl (-1 () e +3) — (o -2)

u0—2




5. Pour tout n € N, on obtient en divisant le numérateur et le dénominateur par (—4)" dans la fraction
précédente que
2(11,0 + 3) + ﬁ(ﬂ@ — 2)

U0+3—(_%)71(UO—2)

Un

1 3
Comme lim [(—4)"| = +occ, ona lim o = Oet lim = 0. Ainsi,

n——+o0 n——+oo (— )n a n——+o00 (— )n -
2
lim u, = M —9
n——+o0 ug + 3




