Devoir de calcul : EM Lyon 2007

On considere I'application

In(14+2) .
six >0,
f0i400[— R, z+— f(z) = .
1 siz=0.
Partie I : Etude de Papplication f
1. Montrer que f est continue sur [0; +00[.
2. On considere 'application
A:[0;+0[— R, z+— A(z) = 1 T In(1 + ).

xT

a) Montrer que f est de classe C! sur ]0; +00[ et que, pour tout = €]0; +o0],

A(z)

5 -

) =

T

1
b) On admet que f’ admet —= comme limite en 0 & droite. Démontrer que f est de classe C! sur [0; 4+o0|

et préciser f'(0).
¢) Dresser le tableau de variation de A.
En déduire que f est strictement décroissante sur [0; 4+o00].

d) Déterminer la limite de f en +oo.

3. On considere 'application

322 4+ 22
m + 2111(1 + a:)

a) Montrer que f est deux fois dérivable sur |0; +oo[ et que, pour tout = €]0; +o0],

B:[0:+oo[— R,z Blx)= -

B(x)
3

f(x) =

b) Dresser le tableau de variation de B.
En déduire que f est convexe sur [0; 4+o00].

4. Tracer la courbe représentative de f.

Partie II : Un développement en série
1. Montrer, pour tout N € N et tout ¢ € [0;1] :
(_1)N+1tN+1

1 N
I Y I S A S
1+1¢ kzzo( e+ 1+t

2. En déduire, pour tout N € N et tout = € [0;1] :

o (=D)Fatt!
ln(l + 33) = Z /ﬂi—l—l + JN(Q?),
k=0
ou l'on a noté : (1N
(-1 t
J = ——dt.
v (@) /0 1+1
3. Etablir, pour tout N € N et tout = € [0;1] :

ZN+2

< .

()] £ 5



4. En déduire que, pour tout x € [0; 1], la limite

N

-1 k. k+1

T P
N—+oco k—|—1

existe et que :

In(1+2z) = Nl_ig_l@Z (_1)737

n=1

Partie III : Egalité d’une intégrale et d’une somme de termes

1. Montrer, en utilisant le résultat de I1.3, que pour tout N € N et tout = € [0;1] :

N k N+1

2. Montrer que la limite

existe et que :

. . .. , n+1
Indice : pour montrer lexistence de la limite, deuxr méthodes. On pourra comparer fn t%dt et n—lz
pourra aussi procéder en utilisant le théoréeme des suites adjacentes

3. Montrer, pour tout N € N* :

1 1 1
D Dl TS A Dl
n=1 n? - p=0 (2p + 1)2 1 4]72

4. On admet que :

Montrer alors que :



1 Corrigé

1. On reconnait la formule de la dérivée lorsque l'on calcul lim f(x). Ainsi, lim f(z) = ﬁ =1= f(0).
z—0t z—0t

Donc,

‘f est continue sur [0, o0l ‘

1
2. (a) 2+ — est de classe C' sur ]0, +o00[ comme fonction rationnelle.
x

z+— x + 1 est de classe C! sur |0, +oo[; Vz €]0, 400, 1 + 2 € R*; In est de classe C* sur R¥.
Alors, par composition, x — In(1 + z) est de classe C* sur ]0, +-o0].
Ainsi par produit f est de classe C! sur |0, +oo|.

Vo €]0, +oof,  f'(z) = % (1 T In(1 +:v)> - AQE;U).
1 (o) = & (2 Alz)
f est de classe C' sur J0, +oof et Vo €]0, +oof,  f'(x) = — (1 iyt +x>) e

(b) Version 1  Avec le théoreme de la ”limite de la dérivée”.

— f est continue sur [0, +o0[;
— f est de classe C! sur |0, +ool;

1

— f’ admet une limite finie & droite en 0 qui vaut —3
1
Alors f est de classe C! sur [0, +oo[ et f/(0) = ~5

Version 2 : avec le théoréme du cours sur le prolongement des fonctions de classe C!.

Posons Vz €]0, +oo[, g(z) = w
Tout ce qui précede montre que :
— g est de classe C! sur |0, +ool;
— ¢’ admet une limite finie & droite en 0.
Alors g se prolonge en une fonction § de classe C* sur [0, +oco[. Notons que f et § coincident sur
10, o0l
Or §(0) = lim g(z) = lim g(z) = lim f(x) = f(0). f et g coincident en 0.
z—0t z—0t z—0t
Finalement f = § et ainsi f est de classe C* sur [0, +-o0].
1

En particulier f/(0) = lim f'(z) = —=.
z—0t 2

1
f est de classe C! sur [0, +oo[ et f'(0) = —3

(c) z+— T2 et  — In(1 4+ x) sont dérivables sur [0, +oo[ donc A est dérivable sur [0, +o0.
1+z—2z 1 1—(1+2) x
V 6 0, 5 AI = — = — — .
7 € [0, Foc] () 1+2)? 14z (1+2)? (14 x)?

A est continue sur [0, +oo[ et Vo €]0, +oo[, A’(z) < 0 donc A est strictement décroissante sur [0, +o0].

: _ T
Notons encore que A(0) =0 et que wll)riloo Ax) = wgr—ﬁr-loo (1—1—33 —In(1+ x)) = —0o0.

A est strictement décroissante sur [0,4+o00[, A(0) =0et lim A(z) = —cc.
r—+00

A étant strictement décroissante sur [0, +oo|, Vz €]0, +oo[, A(z) < A(0) = 0.

Alors Vz €]0, 400, f'(z) = Ax(f)

< 0. f étant continue sur [0, +oo[ on peut alors dire que :

’ f est strictement décroissante sur [0, +o0]. ‘




1
(d) Vz €]0, 40, f(x) = ———— = — + N Tt lim =L = lim - = 0, donc
x X x r—+oo T r—+o00 T
lim ln<1—|—> =0
r—r+00 X
Alors :
A I 7) =0
A
3. a. Rappelons que : Vz €]0,+0c0[, f'(x)= égx)
Rappelons également que : A est dérivable sur [0, +o0o[ et que Va € [0, +o0[, A'(z) = —ﬁ.
x

A(z)

x2

1

Ainsi A est de classe C' sur [0, +-00[. Or  — — étant de classe C' sur RY, z — est de classe
x

C! sur ]0, +ocf.

Alors f est de classe C2 sur |0, +oo[. Ce qui suffit pour dire que f est deux fois dérivable sur ]0, 4+o0].

De plus : Vx €]0, +o0],

(@) = ;14 (A'(z)a® — A(z)(27)) = % (_(I—Fxx)2x —9 (1-:@ —In(1+ 3;))) .
Vz €]0, 4, f"(z)= % (—W +21In(1 +£U)> = xi?’ (—m +21In(1 —l—x)) :

"B\ U+o)

1 3z2 42 B
[ est deux fois dérivable sur |0, +oo[ et Vz €]0, 40|, f”(z) (—x—’—f +2In(1 + x)) = (m)

2
2
b. z+— 7?2?4_74—):; et x — 2In(1 4 ) sont dérivables sur [0, +oo[ donc B est dérivable sur [0, 400
x

(62 +2)(1 4+ x)? — (322 4+ 22) 2(1 + =) 2

B'(z) = .
Ve € [07+OO[7 ((ﬂ) (1 +£L‘)4 + 1+
2(3z 4+ 1)(1 + ) — 2(322 + 27) 2
V. 0 B'(z) = .
x € [0, 400], (z) TEE +1+x
—(32% + 4z + 1) + (322 + 22) + (1 + )2 222
V. 0 B'(z) =2 ( = .
S [ 7+OO[7 (Z‘) (1 +x)3 (]_ + 1.)3
Alors Vz € [0, +o0[, B'(x) > 0. B est croissante sur [0, +oo[. Notons que B(0) = 0.
2
— 2
Notons encore que lim M = —3 (classique : factoriser par ? au numérateur et au

T——+00 (1 + l‘)Q
dénominateur).

Comme lim In(1+z) = +00, on a donc :
Tr——+o0

. ) 322 + 22
Jim B(z) = lim <(1+x> +2In(1+ I>) = foc.

B est croissante sur [0,+oo[, B(0) =0et lim B(x)= +oo.

r—r+00

B(0) =0 et B est croissante sur [0, +oo[ donc Vz € [0, +o0[, B(z) > 0.
B(z)
23

Alors Yz €]0, +oo|, f"(z) = > 0. Ainsi :

’f est convexe sur |0, +00|. ‘

3. RAS!! 1l convient simplement de se rappeler que :

— f(0)=1.



— f est (strictement) décroissante sur [0, +o0].

1
— La demi-tangente au point d’abscisse 0 est portée par la droite d’équation y = ——x + 1.

2

— La courbe représentative de f est au-dessus de sa demi-tangente au point d’abscisse 0.

— lim f(z) = 0. La droite d’équation y = 0 est asymptote & la courbe représentative de f.

r—r+00

Partie IT — Un développement en série.

1. Soit N dans N et soit ¢ un réel de l'intervalle [0, 1[. Par lea formule des sommes géométriques :

N N (_t)N-i-l 1— (_1)N+1tN+1 : ) .
Z Z = o = T+ 1 car —t n’est pas égal a 1.
k=0 k=0
N N
I Lo (DN L Skt ()N
1+¢ 1+1¢ 1+t
k=0 k=0
N
_1)NHLN+L
VN €N, vt € [0,1], => (-1 )
= 1+t
2. Soit N dans N et soit z un réel de Uintervalle [0, 1].
N
(—1)N+1N+1
vt € [0, 1],
En intégrant et en utilisant la linéarité de 'intégrale, il vient :
x T -1 N+1tN+1
——dt = (—1)’“/ th dt +/ (=) dt.
1+t 0 0 1+t
k=0
O ——dt =[In(1+1¢)]5 = In(1 t Vk € N tdt = .
o[ it 00l = w) ecvien, [ita=

N okl @ yN+1
Alors In(1+z) = Z(—l)kk 1 + (—1)]\["'1 / 171 dt.
k=0 0

+1

N
SiNeNetsize[0,1], In(l+z)=) (-1
k=0

N+1tN+1

+ JIn(z) ot Jy(x) = /01‘ Emer

1+¢

dt.

3. Soit N dans N et soit z un réel de lintervalle [0, 1].
Comme 0 <t <z,

N"rltN-‘rl T
J = dt| <
|In(2)| = ‘/ T ‘/0

(_1)N+1tN+1

1+t
1 N+1
Or vt € [0,z], —— < 1et t"*! >0 donc V¢ € [0, ], < gVHL,
+1 1+t
Alors
@ yN+1 . T . pN+2
J < t< | ¢ t = .
|N(x)|—/o 1+t —/0 N +2
N2
1], VN < .
Ve €[0,1], VN € N, |Jy(2)] < N2
4. Soit x un élément de [0, 1].
a2 1 N+2
< <
VNGN,O_\JN(x)\_N+2etcommeN+2N_>—+>OOOetm N_>—+>OOO

par encadrement on obtient alors : lim Jy(z) = 0.
N—+oo

T tN+1
dtZ/ dt
o 1+




N k+1

N k+1
OrVN €N, kzﬂ(—l)k ;:+ 1= In(14z)—Jy(x). Donc Ngrfrloo kzo(_l)k;ﬂc—kl = In(1+4x). Par changement
" al z*
de variable, on obtient que la série de terme général (—1)"~!~— converge et que lim Z(—l)k_l— =
n N—+o0 P k

In(1+ x).
Partie 111 — E‘galité d’une intégrale et d’une somme de série.

1. Soit N un élément de N et  un réel de l'intervalle 0, 1].

N k+1 N+2
x x
In(1 - (—1)* =|J < :
a1+ 0) = SV = Gl < g
Ce qui donne :
N k41 N+2
x x
=) (-1F :
@/ (@) k:o( V1| SN2
Alors : N v
k k+1 N+2
T P x
_ _ - _ -1
2 |f@) = 3D = fef @) = S0 <
k=0 k=0
En divisant par x qui est strictement positif, on obtient :
N k N+1
x x
=Y (-1 < .
‘f(x) k:O( VS Ny

N+1
prennent la valeur 0 en 0, donc 'inégalité précédente

Notons — - (-1)k —
otons que x — f(x) kZ( ) F 1 N2
vaut encore pour x = 0. Finalement :

N
z*
et x

o

N . s o N+1
v € [0,1], VN €N, ‘f(x)—;)(—n 1S N oo
2. Soit N un élément de N.
1 N k 1 N 1k 1 N k
kX _ _ _\k € _ _ (-1
/0 <f(x)—kz_0(—1) k+1>dm—/o f(z) dz ,;)( 1) /O kHdw—/O f(z) dz ;7(k+1)2~
1 N . o 1 N+1 71xn71
/ (f(m)—kz_o(—l) kH)dw: / (f(x)—;(—l) . )dx.
Alors : Not v
1 . xn—l 1 Z‘k
/ (f(x)—;l(—l) n) s < [ &)= 31|
Donc :
LN+l 1

< do = .
=)y N+2% T (N +2)2

0<
0

1 N+l \n—1
/Of(:v)dxz(z)2

0.

T .
i e

Alors, par encadrement, on obtient :

N-+1 _ 1
i 7(_1)n ' = x)dr
lim EZl 5 —/0 f(z) dx.

N—+o00 n
n




3. Soit N un élément de N*.

ot 1
2;‘3:: 2. GpTip

1<2p+1<2N+1 (2p +1)

n=1 1<2p+1<2N+1

(=p"t (=) G
D D VI TEa R T‘%W‘E

>

4p
1<2p<2N+1

p=1

2
1<2p<2N+1 (2p)

1 N
(2p)? 2t

N

p=1

1

2N+1

Pour tout élément N de N*, Z — Z G+ 1)
n (2p

N

z;

N
1
Y4

*EZ

2N+1 (71),,171 N
P tout élé t N de N* =
our tout élémen e N¥, 7; 2 pz: 2p 1
4. Soit N un élément de N*. En soustrayant les deux égalités de Q3, on obtient :
2N+1 2N+1 1 N 2N+1 1
1 ( 1)” 1—(-1)""
D=2 2: > — =
n=1 n=1 p=1 n=1
En faisant tendre N vers +oo, il vient :
+00(1)n1_7r2 71_2_7r2
— om0 6 12 12
Alors :
1 2
s
dr = —.
[ fwyar=T5

(2p+ 1)



