DS de calcul — ECG1

Exercice 0. (4 points)

— Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :

1) f:aw— 2t 4)(]‘":x+—>\}5E 6) f: x> sin(z)cos(x)
2)f:xn—>win,nEN 5) frax v ayx 7)f:xb—>kz_:0akxk

) frx— -
Exercice 1 (6 points) — Dérivées

1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes. Préciser les ensembles de dérivabilités.

2x
(@) f@) =" e () g(@) = {1z (c) h(z) = VI+ a2
(d) u(z) = ln(laj—:v) (e) v(z) = arctan(1/z) (f) w(z) = (1 —22)>
Corrigé exercice 1
Exercice 2 (8 points) — Etude d’une fonction (dérivation, convexité)

On considére la fonction f définie sur |0, +oo] par
f(z) =zlnz —In(1 + x).
1. Déterminer Ili>r(r)1+ f(z) et xgrfoof(x)
2. Etudier la dérivabilité de f sur ]0, +oo[ puis calculer f/(z).
3. Calculer f”(x), étudier sa convexité et préciser I'existence éventuelle d’un point d’inflexion.

Corrigé exercice 2

Exercice 3 (6 points) — Approximation et fonction

1. Démontrer que, pour tout x > 0, sin(z) < x

2. En étudiant la fonction f(z) = sin(x) — x + 23, démontrer que :
Yo >0, ]sin(z) — z| < 23
Corrigé exercice 3
Exercice 4 (7 points) — Suites : négligeabilité et équivalents

1
1. Montrer que In(n + 1) —Inn ~ — quand n — +o0.
n

1 1
2. On pose an:n<ln<1+> —>.
n n



(a) A l'aide d’une application de la formule de Taylor & I'ordre 2 en 0 de In(1 + ), déterminer
un équivalent de a, quand n — 4oo.

(b) En déduire la limite de n a,, lorsque n — +oc.

1 n
3. On pose b, = (1—|—n> .

1
(a) Montrer que In(b,) = nln<1 + > =1+ ay.
n

(b) En déduire que b, — e et déterminer un équivalent de e — b, quand n — +o0.
4. Montrer que Inn = o(y/n) lorsque n — +oo0.

Corrigé exercice 4



Corrigé exercice 0

Ci-dessous, C' est une constante réelle quelconque.
1. F:x— % +C

2. F:J:—)W%—Csin#l,F:az—)ln(m)—}—C’sinon.
3. F:ac%%gﬁ?’/2

4. F:x — 2\/x

D. F:x—>%x5/2

6. F:a2— gsin®(z)+C

7. F:xézzzoakk%fl+0

Corrigé exercice 1

1.

(a) f'(z) = 322 Inx + 22
B 2627 (1 + e%) — 2% e® B e (2 + e%)
B (1+er)? (14 e)2

1+1'2 T
(@) o (z) = 77— In(l + ) _ Tz —In(l +2) (2 £ 0)

2 x2

1
() (@) = 7 o ~Te

(f) w'(z) =5(1 — 2?)* - (—22) = —10z(1 — 2?)?

Corrigé exercice 2

1. Lorsque z — 0%, on a zlnx — 0 par croissance comparée et In(1 + z) — In(1) = 0, donc

lim, .o+ f(x) = 0. Lorsque x — 400, zlnz —In(l + z) = = (ln(:v) — @) Le premier

membre de ce produit tend vers l'infini, et le second aussi comme somme d’une fonction tendant
vers l'infini et d’une fonction tendant vers 0 par croissance comparée. Par produit de limites,

f(z) = +o0.

2. f est dérivable sur |0, +oo] (somme et compositions de fonctions usuelles).

1

"(z) =1 1-— .
fi(z)=Inz+ Tz

3. [’ est dérivable sur ]0, +o0[ (somme et compositions de fonctions usuelles).

f,/(x):i+(1—F1.%')2>0 (l’>0),

donc f est strictement convexe sur |0, 4o00[ et n’admet pas de point d’inflexion.

Corrigé exercice 3

1. Montrer que, pour tout x > 0, sin(z) < z.



Considérons la fonction p(z) = z—sinz sur [0, +00[. Elle est dérivable comme différence de fonctions usuelles,
et, pour x > 0,

¢ (r)=1—cosz >0 (car cosz <1).

Ainsi ¢ est croissante sur [0, +o00[. Or ¢(0) = 0, donc pour tout = > 0,
o(x) > (0) <= z—sinz>0 <= sinz<z.

2. En étudiant f(z) = sinz — z + 23, montrer que Vz >0, |sinz — z| < 23.
On considére f sur [0, +o0] :
f(z) =sinz — x4 23

Elle est deux fois dérivable et
f'(z) = cosx — 1 + 322, f"(z) = —sinx + 6.
D’apres la question 1, pour tout x > 0, on a sinx < z. Ainsi, pour tout = > 0,
f"(z) = —sinz + 62 > —z + 62 = 52 > 0.
Donc f”(x) > 0 sur [0, +00[, ce qui montre que f’ est croissante sur [0, +o0[. Or
f(0) =cos0—1+0=0.

Comme f’ est croissante et f'(0) =0, on en déduit que

Vo >0, f'(z)>0.
Ainsi f est croissante sur [0, 4o00[. De plus f(0) = 0, donc

Yz >0, f(z)>0 <= sinz—z4+23>0 <= z—sinz<z’

En combinant avec la question 1 (qui donne z — sinz > 0), on obtient, pour tout = > 0,

0<z-—sinzr<z’ — |sinx—x|:w—sinx§x3.

Corrigé exercice 4

1. On a

In(n +1) —lnn:1n<n+1> :ln<1+1> .
n n

Par équivalent usuel, on obtient

1
In(n+1)—Inn ~ —.
n
2. On pose ap, =n (ln (1 + %) — %)
(a) Par le cours,
1 2

Donc,

et en multipliant par n :

1 1 1 1
mnfofrod) D)= o)
n n 2n n

d’oul



(b) Comme a, ~ —%, on a na, ~ —%. Donc,

1
na, — —5

3. On pose b, = (1 + %)n
(a) Montrer que In(b,) =1+ a,.

In(by,) :ln<<1+ ;>n> :n1n<1+;> .
() YR S i N

(b) Limite de b, et équivalent de ¢ — b,,.

Par définition,

On a In(b,) =1+ a, et a, — 0, donc In(b,) — 1 et par continuité de I’exponentielle
b, — e.

Pour I'équivalent, on écrit
b, = 6ln(bn) _ 61+a" — een

Comme a, — 0, on a e*» — 1 ~ a,. Donc
e—by, =e(l—e")~ —eay,

donc

1
Or ap ~ —5,,

e—b, ~—.

4. Montrer que Inn = o(y/n).

C’est de la croissance comparée. En effet, In(n)/n® — 0 lorsque n — +o0 et que o > 0. Ici,
a=1/2.



