EDHEC 2018

Exercice 1

1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose

(a)

(b)

1
an = .
nlnn

Montrer que, pour tout entier naturel k& supérieur ou égal a 2, on a :

/k:—l—l 1 1
dt < .
it S Enk

FEn déduire, par sommation, la nature de la série de terme général a,,.

Dans la suite, on considére la fonction f définie par :

2. (a)

—X

fz)=< 1 —2)In(l —2)

1 sizx=0

iz €]—00,0[U]0,1]

Montrer que f est continue sur |—oo, 1].

3. On admet que f est dérivable en 0, de dérivée f'(0) = 1/2.

(e)

Montrer que f est dérivable sur |—oo,0[ et sur |0, 1[, puis calculer f’(x) pour tout z €
|—00,0[U]0, 1].
Etudier le signe de la quantité In(1 — x) 4 2, lorsque z appartient 4 |—oo, 1], puis en déduire

les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son
tableau de variation.

Etablir que, pour tout n de N*, il existe un seul réel de [0, 1], noté u,, tel que f(u,) =n et
donner la valeur de u;.

Montrer que la suite (uy) converge et que lim wu, = 1.
n—+o0o

1
Pour tout entier naturel n non nul, calculer f <1 — \f) puis en déduire qu’il existe un
ny/n
entier naturel ng tel que, pour tout entier n supérieur ou égal & ng, on a :
1
Up <1 — ——

FEn déduire, & 'aide de la premiére question, que la série de terme général
1
nin(l — uy,)

est divergente.

Conclure, en revenant 4 la définition de u,,, que la série de terme général 1—u,, est divergente.
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On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal & 1 et on considére la fonction f, définie sur
|n, +o0] par :

Vo € |n,+oo[, fo(z)=(z—n)ln(z)—zln(z —n).

On considére aussi une fonction g définie par :

Ve e RL, g(z)=




1. (a) Dresser le tableau de variations de g, limites comprises.

In(k
(b) En déduire que la suite <n](€)> est décroissante puis que :
k>3
In(k) _ In(2)
k>4 <
k=24, k- — 2

2. (a) Justifier que f, est dérivable sur |n,+oo[ et donner I'expression de f/(x) pour tout réel
T >mn.

(b) Montrer que pour tout réel t > 0, In(¢) < t—1. En déduire que f,, est strictement décroissante
sur |n, +ool.

(¢) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & deux. Montrer que I'équation f,(z) = 0, d’in-
connue z € [n+ 1,n + 2|, admet une unique solution, que 1’on note x,.

3. Montrer ’équivalent suivant :

T Yoo N.

4. (a) Justifier que :

Vn >2, In(x, —n)=(x, —n)

In(zn
(b) Déterminer lim B(Zn)

et en déduire que
n—-+oo T

nll)l_}_loo(xn —n)=1.

5. On consideére la suite (uy,)n>2 définie par :
Vn>2, up,=xz,—n—1.
(a) Justifier que :
In(1 + up) ~ioo Un et In(1+n+ uy) ~ioo In(n).
(b) Avec la question 4.(a), montrer alors que :

In(n) .

Un ~4o00

6. Déterminer la nature des séries de termes généraux u, et u2.
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Pour tout entier n > 2, on pose

1.

2.

(a)

(b)

1
an = :
nlnn
1
Pour t > 2, la fonction ¢(t) = rem est positive et décroissante sur [2,+oo[ (car t — tInt
n

est croissante et strictement positive sur cet intervalle). Ainsi, pour tout entier k > 2 et

tout t € [k, k + 1],
1 1

<
tlnt — klnk’

k+1 1 1
dt < .
L tnt S klnk

En sommant 'inégalité précédente pour k = 2,...,n, on obtient

d’on, en intégrant sur [k, k + 1],

"L g (i)™ = (£ 1)) — In(in2
/2 mt—[n(nt)}2 = In(In(n + ))—n(n)m—l-oo.

Les sommes partielles Y p_, ax sont donc non bornées : la série ), -, ay est divergente.

Dans la suite, on considére la fonction f définie par

(a)

—X

flz)={ 1 —z)In(l —2)

1 six=0.

siz € ]—o0,0[U]0,1[,

Sur |—o00,0[ U0, 1], la fonction f est quotient de fonctions continues, avec dénominateur
non nul, donc elle est continue.

1l reste a étudier la continuité en 0. Lorsque xz — 0,
In(l—xz)~—x et 1—x—1,

donc
—x

1-2)ln(l1—2)~ -2 = f(x):(l—x)ln(l—x) 0

1= £(0).

Ainsi, f est continue sur |—oo, 1.
Sur |—o00,0[ U ]0,1], la fonction f est dérivable. Posons d(z) = (1 — z)In(1 — z), alors
f(z) = —x/d(x).
On calcule
d(r)=—(n(1—-2x)+1),
et, par dérivation d’un quotient,

o) = =L

On simplifie le numérateur :
—d(z)+zd(z)=—-(1-z)ln(l-2)+z(-In(l-2)—-1)=—-In(l —z) — =
Ainsi, pour tout x € |—o0,0[U]0, 1],
—(In(1 — ) +z)
(1-2)2(In(1-x))*

3

fi(a) =



(b) On étudie le signe de
P(z) =In(l —z)+a sur |—oo,1].

La fonction 1) est dérivable et

Yie) = 1=

1—2x 1—2a

Donc ¢/(x) > 0six < 0et ¢'(z) < 0si 0 <z < 1:1 est croissante sur |—o0,0] et
décroissante sur [0, 1[. Comme t(0) = 0, on en déduit que 0 est un maximum et donc

\V/.CCE]*OO,]_[, 11[}(35) Soa

avec égalité seulement en z = 0.
Or, pour = # 0, le dénominateur de f’'(z) est strictement positif, donc

Vo # 0, f'(z) > 0.
Ainsi, f est strictement croissante sur |—oo, 0[ et sur ]0, 1.

(c) Limites et variations.

— Lorsque x — —o0, on a 1 —x — 400 et In(1 — x) — 400, et

—x 1

T@) = i =) ~ i —a) o

— Lorsque x — 17, en posant t =1 —x — 0", on a tInt — 0, donc

(I=a)n{l—z) =07, et f@) =7z x)_lju —2) e O

— En 0,ona f(0)=1.
En résumé : f est croissante de 0 a 1 sur |—o0, 0], puis croissante de 1 a oo sur [0, 1.

(a) Existence et unicité de u,. Sur [0, 1], la fonction f est continue et strictement croissante,
avec

f(0)=1 et lim f(x) = +oc.

Tz—1~

Donc f([0,1]) = [1,4+o0] et, d’aprés le théoréme de la bijection, pour tout n € N* il existe
un unique u, € [0, 1] tel que f(uy,) = n.

Pour n = 1, 'unicité donne immédiatement u; = 0.

(b) Convergence de (u,) et limite. Comme f est strictement croissante sur [0, 1[, la suite
(up) est croissante. En effet, n > n+1 <= f(upt1) > f(un) <= Upy1 > uy, car
f(un) = n. De plus, u, < 1 pour tout n, donc (uy,) est croissante et majorée : elle converge
vers une limite ¢ € [0, 1].

Comme f(u,) = n — +00 et que f est continue sur [0, 1], il est impossible d’avoir ¢ < 1
(sinon f(un) — f(£) < +00). Ainsi, £ = 1. Donc,

lim wu, = 1.

n——+00
1
(c) Calcul de f(l - > et encadrement de u,. Pour n > 2, posons
ny/n
1
=1-—-
v ny/n
Alors 1 ! t
ors 1 —xz = e
ny/n
In(1 — ) = () = ~Infny/) = —> 1
n —r)=MNn{——) = —nnyn) =——11n.
ny/n 2



[ P E— ~ (1= ) :(1_n\1/ﬁ> 2 _ 2 ).

(1—2)In(1 —2) ﬁ(—ilnn) 3lnn  3lnn

2 2
(nvn—1)>n <= 2yn—=>3n,
3lnn n

ce qui est vrai a partir d’un certain rang (car y/n domine Inn par croissance comparée). Il
existe donc ng tel que, pour tout n > ny,

f(l - n}) > n = f(un).

Comme f est croissante sur [0, 1] et f(uy,) = n, on en déduit

1
Vn >n Uy <1 — ——
- 0 n = n\/ﬁ
Divergence de la série de terme général ——— . Pour n > ng, l'inégalité
nin(l — u,)

précédente donne

1—%2—

NGO

Comme In est croissante sur R,

——§lnn.

nf) 2

Ces logarithmes étant négatifs, on obtient (la fonction inverse étant strictement décroissante
sur R_ et le passage a l'inverse étant strictement décroissant),

In(1 — uy) >ln<

1 2
— > ,
In(1 —w,) ~ 3lnn

puis
1 S 2 1 (n > no)
_— > n > ngp).
nin(l —u,) — 3 nlnn =0
La série ) divergeant (question 1), la série

nsenlnn
)P —

= nln(l — uy,)

diverge par comparaison.

Divergence de la série de terme général 1 — u,. Par définition, f(u,) = n, donc

—Up,

(1 —up)In(l —uy)’

n =

On réarrange :

1
1= Un = tn <_nln(1—un)> '

Or u, — 1, donc il existe N tel que u, > 5 pour tout n > N. Ainsi, pour n > max(N, ng),

(o =a).

1—wu, >

N |

ot



La série de droite divergeant (question précédente), la série > (1 — uy,) diverge par compa-
raison.

On pourrait aussi dire que le terme de droite est équivalent & (—M) qui est une

série positive divergente, et donc 1 —u, est équivalent & un terme général positif d'une série
divergente, et diverge donc par théoréme de comparaison.
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On fixe n € N, n > 1. On considére, pour = €|n, +o00],
fo(x) = (x —n)In(z) — xIn(z — n),
et la fonction g définie sur R* par
Inz

g(x) = -

1. (a) Variations de g. La fonction g est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables
sur cet intervalle, et

iy (1/z)-x—Inz 1-Inz
g(l‘)— $2 - :EQ :

Comme 22 > 0 sur R, le signe de ¢/(z) est celui de 1 — Inz. Ainsi,
g (xz)>0siz<e, g'(e) =0, d(x)<0siz>e.

Donc g est strictement croissante sur |0, e| puis strictement décroissante sur [e, +-00].

De plus, respectivement par produit usuel de limite et par croissance comparée,

. Inzx . Inz
lim — = —o0 et lim — =0,
r—0t X r—+00 I

et g(e) =

1
e

—~

(b) Suite <lnk )>. Pour tout entier k£ > 3, on a k > 3 > e donc g est décroissante sur [3, +o0],
d’ou
Vk=3,  gk+1)<g(k),
c’est-a-dire que la suite (%)Ds est décroissante.

Enfin, pour k > 4, par décroissance,

2. (a) Dérivée de f,. La fonction f, est dérivable sur |n,+oo[ comme somme de fonctions déri-
vables sur cet intervalle puisque n € N* et, pour tout x > n,

Vo > n, fé(x)zlnx—&—ﬂ—ln(x—n)— * —1n< il >+x—n_ r
x r—n r—n

(b) Décroissance de f,. On considere la fonction h définie sur R* par
h(z) =In(z) — x + 1.

La fonction h est dérivable sur R* comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle,
et

1 1—x
W(z)==--1= .
(@) =~ .



Comme z > 0, le signe de h'(x) est celui de 1 — z : on a donc
() >0si0<z<1, R'(1) =0, h'(z) <0siz>1.

Ainsi, h est croissante sur ]0, 1] puis décroissante sur [1, +o00[, et admet donc un maximum
global en z = 1.

Or

h(1)=In(1) —=1+1=0.
Par conséquent, pour tout = > 0, on a h(z) < h(1) = 0, c’est-a-dire
Vx>0, In(z) —x+1<0.

On en déduit 'inégalité cherchée :

vt >0, In(t) <t—1.

> 0 (car x > n), ce qui donne

ln( z )Sxx - n

x—n —-n x—n

On l'applique a t =
T—n

Ainsi, pour tout x > n,

f,’L(a:)zln( ‘ )+x_"— T o<t Do

r—n X r—n X X

Donc f,, est strictement décroissante sur |n, +o00.

(c) Existence et unicité de x,. Soit n > 2. La fonction f, est continue et strictement
décroissante sur |n, +oo].
On calcule :
fan+1)=1)In(n+1)—(n+1)In(1) =In(n+1) > 0.

Ensuite,
faon+2)=2In(n+2)— (n+2)In2.

Or, comme n > 2, on an+ 2 > 4 et, d’aprés la question 1.(b),

1 2 In2

117(;14:;) < DT — 2In(n+2) < (n+2)n2
donc fr(n+2) <0.
Par le théoréme de la bijection, puisque f, est continue et strictement décroissante sur
[n,n + 1], 'équation f,(z) = 0 admet donc une unique solution dans [n + 1,n + 2].

3. Equivalent z,, ~ n. D’aprés la question précédente, pour tout n > 2,
n+1<z,<n+2.

En divisant par n (strictement positif) :

Les deux bornes convergent vers 1, donc par encadrement

— — 1, ¢’est-a-dire Ty ~goo N



4. (a) Identité demandée. Comme f,(z,) =0, on a
(xr, — n)In(zy) = zp In(z, — n).
Comme x,, > n, on peut diviser par x, et on obtient :

In(xy,)
Ty

In(z, —n) = (x, —n)

1
(b) Limite de n(@n) et limite de x,, — n. D’aprés x, ~ n, on a x,, — +00, donc
Tn

T n—-+oo

Posons a,, = x, — n. Alors, pour n > 2, on sait que z,, € [n + 1,n + 2|, donc

1<a, <2.
Avec 4.(a), on a
In(z, 1 In(z,
In(a,) = anin(x ) = n(@n) = n(zn) 0.
In Qp, Tn n—s+o0o

1
Or la fonction h : u € [1,2] — % est continue et nulle uniquement en v = 1 sur [1,2].

u
Comme (ay,) est a valeurs dans [1, 2] et que h(a,) — 0, on en déduit

Ap — 1, donc Ty — N —— 1.
n—-+o0o n—-+o00

5. On définit, pour n > 2,
Up = Ty — N — 1.
Alors x,, —n =1+ u,, et, d’apres 4.(b), u,, — 0.
(a) Equivalents. Comme u,, — 0,
In(1 4 up) ~too Un.

De plus,
1+ u,

1+un)

1n(1+n+un):ln(n<1+ "

)) =Inn+ 111(1 +
Or H% — 0, donc ln(l + H%) — 0, et ainsi
In(14+n+up) ~i0o Inn.

(b) Asymptotique de u,. On réécrit I’égalité de 4.(a) en fonction de wu,, :

In(n+ 1+ uy,)

In(1+ up) = (1 4+ uy) I

Or, lorsque n — +oo,

1+ uy, — 1, In(n+1+wu,) ~1Inn, n+1+u, ~n,

donc In ) o
nn-+14+u, nn
1 —_— "~ —.
(I+un) n+1+u, n
Ainsi,
Inn

In(1 ~—.
n(l+ uy,) -
Comme In(1 + uy) ~ uy, (question a.), on obtient finalement

Inn
Up ~Nioo —-
n



6. Nature des séries Y u, et > u2. On a u, > 0 pour n > 2 (puisque ,, € [n + 1,n + 2]), et

Inn
Up ~ ——.
n

1
Or la série Y — diverge (cf question 1.b) de EDHEC 2018). Par
n>2 n
théoréme de comparaison des séries a termes positifs, il en résulte que

Z uy, diverge.

n>2
De plus,
5 (Inn)?
Uy ~ 2
n
. Inn)2 Inn)2 )
Et la série g ( n2) converge. En effet, % =o0 (#) par croissance comparée, et n3—1/2 est
n>2
le terme général d’une série qui converge absolument. Par théoréme de comparaison,
2
U,, CONverge.
n>2



