DS de calcul — ECG1

EDHEC 2018 ECS - Exercice 1

Exercice 1

1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose

(a)

(b)

1
an = .
nlnn

Montrer que, pour tout entier naturel k£ supérieur ou égal a 2, on a :

k+1 1 1
dt < .
L it S Rk

En déduire, par sommation, la nature de la série de terme général a,,.

Dans la suite, on considére la fonction f définie par :

2. (a)

—Z

f(z)={ (1 —2)In(l —z)

1 sizx=0

iz €]—00,0[U]0,1]

Montrer que f est continue sur |—oo, 1].

3. On admet que f est dérivable en 0, de dérivée f/(0) = 1/2.

Montrer que f est dérivable sur |—oo,0[ et sur |0, 1[, puis calculer f’(x) pour tout z €
|—00,0[U]0, 1].

Etudier le signe de la quantité In(1 — x) 4, lorsque z appartient & |—oo, 1], puis en déduire
les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, puis dresser son
tableau de variation.

Etablir que, pour tout n de N*, il existe un seul réel de [0, 1], noté u,, tel que f(u,) =n et
donner la valeur de u;.

Montrer que la suite (uy,) converge et que lim wu, = 1.
n—+400

1
Pour tout entier naturel n non nul, calculer f <1 — \f) puis en déduire qu’il existe un
ny/n

entier naturel ng tel que, pour tout entier n supérieur ou égal & ng, on a :

1

En déduire, a l'aide de la premiére question, que la série de terme général

Up <1 —

1

nin(l — uy)
est divergente.

Conclure, en revenant a la définition de u,, que la série de terme général 1—u,, est divergente.
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On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal & 1 et on considére la fonction f, définie sur
|n, +o0] par :
Vo € n,+o0[, fu(z)=(z—n)ln(z) —zln(x —n).

On considére aussi une fonction g définie par :

Ve e Ry, g(x)=
1. (a) Dresser le tableau de variations de g, limites comprises.

In(k)

(b) En déduire que la suite <) est décroissante puis que :
k>3

Vk > 4,

2. (a) Justifier que f, est dérivable sur |n,+oo[ et donner l'expression de f](z) pour tout réel
x> n.

(b) Montrer que pour tout réel t > 0, In(¢) < t—1. En déduire que f,, est strictement décroissante
sur |n, 4o00].

(c) Soit m un entier naturel supérieur ou égal a deux. Montrer que 1’équation f,(z) = 0, d’in-
connue z € [n+ 1,n + 2|, admet une unique solution, que 1'on note z,.

3. Montrer I’équivalent suivant :

Tp ~4oo M.
4. (a) Justifier que :

Vn >2, In(x, —n)=(x, —n)

1
(b) Déterminer lim n(zn)

et en déduire que
n—-+oo Ty

lim (z, —n)=1
n—+00

5. On consideére la suite (uy,),>2 définie par :
Yn>2, u,=z,—n—1.
(a) Justifier que :
In(1 + up) ~ioo Un et In(1+n+ up) ~4o0 In(n).
(b) Avec la question 4.(a), montrer alors que :

In(n) .

n

Un ~+oo

6. Déterminer la nature des séries de termes généraux u, et u2.



