Exercice principal

1. (a) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout z € R, f'(z) = e > 0.

De plus, les limites usuelles donnent lim f(z) =—1et lim f(x)= +oo. Ainsi,
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(b) Posons, pour tout z € R, g(z) = f(z) —x =" —x — 1.

()

La fonction g est dérivable sur R et, pour tout = € R, ¢'(z) = e — 1.
Onag'(z) <0siz<0,¢(0)=0cet g (z) >0siz>0. De plus, g(0) = 0. Ainsi,
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On en déduit que, pour tout « € R, g(z) = f(z) —x > 0, avec égalité si, et seulement si, z = 0.
D’apres la question précédente,

f@)=2r<—= f(zr)—2=0<2=0.

Ainsi, "équation f(z) = x posséde une unique solution sur R, qui est 0.

2. On suppose dans cette question que ug > 0.

(a)

(b)

(c)

Pour tout n € N, on pose P(n) : « u, >0 ».

— Initjalisation. On a uy > 0, donc P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Alors u,, > 0. Comme f est strictement
croissante sur R, f(uy) > f(0) = 0. Ainsi, up4+1 > 0, donc P(n + 1) est vraie.

Soit n € N. D’apres la question précédente, u,, > 0. Or, d’apres la question 1.(b), pour tout
x>0, f(z) —x > 0. Ainsi, upr1 — up = f(un) — up > 0.

La suite (up)nen est donc strictement croissante.

Raisonnons par 1’absurde et supposons que la suite (u,,) est majorée.

Comme (u,,) est croissante et majorée, elle converge vers un réel £. De plus, comme wu,, > ug > 0
pour tout n € N, on a £ > ug > 0.

Comme lim u, =F¢ona lim wu,+; =~
n——+oo n——+oo

De plus, f est continue sur R, donc Lrﬂl_ flun) = f(O).
Or up+1 = f(uyn), donc £ = f(¢). D’apres la question 1.(c), on obtient £ = 0, ce qui contredit
£>0.

La suite (u,) n’est donc pas majorée. Comme elle est croissante, lim w, = +oc.
n—-4oo

D’apres la question précédente, lim wu, = +oo. Il existe donc ng € N tel que u,, > 1.
n—-4oo

Montrons maintenant que, pour tout x > 1, f(z) > (e — 1)z.



Posons, pour tout « > 1, h(z) = f(z) — (e— 1Dz =¢"—1— (e — 1)x.
La fonction h est dérivable sur [1,4o00[ et, pour tout « > 1,

Mx)=e"—(e—=1)>e—(e—1)=1>0.

Ainsi, h est strictement croissante sur [1,+o0o[. Or h(1) = 0, donc, pour tout = > 1, h(z) > 0.
Ainsi, pour tout z > 1, f(x) > (e — 1)x.

(e) Procédons par récurrence.
Pour tout n € N, on pose P(n) : Upgtn > Uny(e —1)" .

— Initialisation. On a w,, = uy, (e — 1)°, donc P(0) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie.
La suite (uy,) étant croissante et u,, > 1, on a up,+n > 1. D’aprés la question précédente,

Ung+n+1 = f(un0+7z) > (e - 1)u7to+n P(Z (e - l)uno (e - 1)n = Uny (e - 1)n+1-

n)
Ainsi; P(n + 1) est vraie.
(f) Comme e—1>1etuy, >0, lLm u,,(e—1)""" =+o0.
n—>» 400

Par comparaison et par la question précédente, lim wu, = +oo.
n—-4oo

3. Procédons par récurrence.
Pour tout n € N, on pose P(n) : u, =0 .

— Initjalisation. On a uy = 0, donc P(0) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Alors u, = 0, donc u,4; =" —1=¢"—-1=0.
Ainsi; P(n + 1) est vraie.

4. On suppose dans cette question que ug < 0.
(a) Pour tout n € N, on pose P(n) : « u, <0 ».

— Initialisation. On a ug < 0, donc P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Alors u, < 0. Comme f est strictement
croissante sur R, f(u,) < f(0) = 0. Ainsi, up4+1 < 0, donc P(n + 1) est vraie.

(b) Soit n € N. D’apreés la question précédente, u,, < 0. Or, d’apres la question 1.(b), pour tout
x#0, f(z) —x > 0. Ainsi, upr1 — up = f(un) — uy > 0.
La suite (up)nen est donc strictement croissante.

(¢) La suite (u,) est croissante et, d’apres la question 4.(a), elle est majorée par 0. Elle converge
donc vers un réel ¢ < 0.

Comme lim wu, =/¢ ona lim wu,y; =~
n—>—+o0o n—>—+o0o

De plus, f est continue sur R, donc lirr_lF flun) = f(O).
n—-—+00

Comme w1 = f(uy), on obtient £ = f(£). D’aprés la question 1.(c), 'unique solution de cette
équation est £ = 0.

Ainsi, lim wu, =0.
n— -—+oo

5. On distingue trois cas :

— Siug > 0, alors (u,) est strictement croissante et lim w, = +oo.
n—-—+oo

— Si ug = 0, alors, pour tout n € N, u,, = 0. La suite est constante et lim w, = 0.

n—-4oo
— Siug <0, alors (u,) est strictement croissante et lim w, = 0.
n—>-+00

Exercice facultatif

Soit f définie pour tout = € R par : f(z) = In(z) + 2.
1

1. (a) La fonction f est dérivable sur R% et, pour tout > 0, f'(z) = —+1 > 0.
x

De plus, par somme de limites usuelles, lim f(z) = —ocoet lim f(z)= 4oco. Ainsi,
z—0t r—>+00
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(b) Pour tout z > 0, f(z) — 2 = In(x). Ainsi,
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2. Soit (un)nen la suite définie par ug > 1 et, pour tout n € N, w11 = f(uy).
(a) Pour tout n € N, on pose P(n) : « up > 1 ».

— Initialisation. On a ug > 1, donc P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Alors u, > 1. Comme f est strictement
croissante sur R, f(u,) > f(1).
Or f(1) =1, donc up41 > 1. Ainsi, P(n + 1) est vraie.

(b) Soit n € N. Comme wu,, > 1, tpt1 — ty = In(uy) > 0.
Ainsi, la suite (u,) est strictement croissante.
(c) Raisonnons par I'absurde et supposons que la suite (u,) est majorée.
Comme (u,) est croissante et majorée, elle converge vers un réel £. De plus, £ > ug > 1.
La fonction f étant continue sur R*, la relation u, 41 = f(u,) donne, par passage a la limite,
L= f(2).
Or
fO)=t<=h{l)+l=0<—= In({) =0« (=1,
ce qui contredit £ > 1. Ainsi, la suite (u,) n’est pas majorée.

(d) La suite (u,) étant croissante et non majorée, lirri Uy = +00.
n—-+00

3. On suppose désormais que ug = e.

(a) D’apres la question 2.(a), pour tout n € N, u,, > 1. De plus, la suite (u,) est croissante, donc
Uy > Uy = €.
Par croissance de la fonction logarithme, In(u,) > In(e) = 1.
Ainsi, pour tout n € N, w41 = up, + In(uy,) > u, + 1.
(b) Procédons par récurrence.
Pour tout n € N, on pose P(n) : « up, > n-+e »

— Initjalisation. On a uy = e = 0 + ¢, donc P(0) est vraie.

%

— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. D’aprés la question précédente, w41
Un + 1.
Par hypothése de récurrence, up,y1 >n+e+1=(n+1)+e.
Ainsi; P(n + 1) est vraie.

(¢) Ona lim (n+e) = 4oo. Or, pour tout n € N, u,, > n + e. Par comparaison, lim wu, =
n—s-+oo n—»r 400
—+00.

4. Soit (vp)nen définie par vy €]0, 1] et, pour tout n € N, v, 11 = f(vn).



(a)

Raisonnons par I’absurde et supposons que, pour tout n € N, v,, > 0.
Montrons tout d’abord par récurrence que, pour tout n € N, 0 < v,, < 1.
Pour tout n € N, on pose P(n) : 0 <wv, <1.

— Initialisation. Par hypothese, 0 < vg < 1, donc P(0) est vraie.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Alors 0 < v,, < 1. Comme f est strictement
croissante sur R* , f(v,) < f(1) = 1.
Ainsi, v,41 < 1. Par ailleurs, d’aprés notre hypothese de départ, v,4+1 > 0. Ainsi, 0 <
Un41 < 1, donc P(n + 1) est vraie.

Pour tout n € N, on a donc v, €]0,1[. D’apreés la question 1.(b), f(v,) < vy, donc vp41 < vy,.
Ainsi, la suite (v,) est décroissante.

Comme elle est minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ € [0, vo].

Si ¢ > 0, alors f est continue en ¢ et, par passage & la limite dans la relation v,+; = f(v,), on
obtient ¢ = f(¥).

La seule solution de cette équation est £ = 1, ce qui est impossible puisque ¢ < vy < 1.

On a donc nécessairement ¢ = 0. Mais alors lim v, = 0 et, puisque lim f(z) = —o0, on
n—>+00 z—0t
obtient lin_1~_ Up41 = —00, ce qui contredit la convergence de (v,) vers 0.
n—-—+0o0

Ainsi, il existe r € N tel que v, < 0.

La suite (v,,) n’est alors plus définie & partir de l'indice r + 1, puisque f n’est définie que sur
R*%.
+



