1 Eeriture sans le symbole somme

Ecrire sans le symbole 3 les expressions suivantes :

5 30 20
Z (7"'21 Z (28 - 1)7 Z 62
5=-2

%=1 g=10

Dans chaque cas, déterminer le nombre de termes dans la somme, puis la calculer.

Corrigé

5
55X (b+1)x(2x5+1
1. La somme contient 5 termes et Z %2 = (5+ )6( + ):55.
h=1

2. La somme contient 30 —10 + 1 = 21 termes et

(10 4+ 30
223—1_223—21_2 + U0+ 3021 ) _ g1,
g=10 ¥=10 ¥ 10
3. La somme contient 20 — (—2) + 1 = 23 termes et
20
20x (20+1 2x20+1
S 2= (<22 (1) 02 P 4202 = A 1 x(20+ )GX( X041 _ ogrs,

2 Eeriture avec le symbole somme et calcul
Ecrire les sommes suivantes avec le symbole Y :

S =1n(2) +In(3) + In(4) + - - - + In(368)
T=1-a+da*—a*>+ - +a*
U=24+4+6+8+---422
V=1-243-44---—-96+97

W = 1000 + 1010 + 1020 + 1030 + - - - + 1150

Puis, calculer leur valeur.

Corrigé
368 368
1.OnaS=> In(k)=In (H k) n(368!).
k=2
20
2.0naT= Z(—
k=0

— (—a)?! B 1+ a2t
1—(-a) 1+a’
Sia=—1,alors T = 21.

1
Sia# —1,alors T =
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11 x 12
<22 139

. OnaU= Z%_QZk:_Q

97
4. 0naV=> (-1)F"k=(1-2)+(3—4)+ -+ (95— 96) + 97 = —48 + 97 = 49.

k=1
O 1000 + 1150
5. Ona W =3 (1000 + 10k) = 16 x ————— = 17200.
k=0

3 Eeriture avec le symbole somme

Ecrire les sommes suivantes avec le symbole 3.

1.2 2.3 524 - 525
gl 2.3 @+§
2 3 4 237 238
Corrigé
524 k‘ 524
1. A=
Ona Zk(k+1 2
237 N k‘
2. B = —)k =
On a kz::l( ) P

4 Changement d’indice

Ecrire les sommes suivantes en changeant 'indice pour que la premiere valeur soit O :

20 — 50
A= Z 8, Z % C = Z I+3
=10 $__g T O =2
Corrigé
1. On pose k = €5 — 10, donc €5 = k + 10. Lorsque €9 = 10, k = 0 et lorsque €% = 20, k = 10.

10
Donc, A = Z(kz + 10)**2,
k=0
2. On pose k = ;EE?—I—ZI donc % = k — 4. Lorsque K — —4, k =0 et lorsque K — 50, k = 54.
54 k—4

Donc, B = Zk;—f—l
3. On pose k=1 — 2, donc I = k + 2. Lorsque I = 2, k = 0 et lorsque II = 20, k = 18.

18
Done, C = Zel”“r’.
k=0
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5 Siemplification de sommes

Simplifier autant que possible les sommes suivantes :

20 17
T=1 gz:
20
B =Y (73x% — 2X +4)
X=1

20
C = Z 10i +4), pouri€R

D= % (Z‘: 2’“)

2=0 \k=0
n n n n
E=> -3 > > 0©
®=1 P=13=P ®=1
Corrigé
21 X 11 1
1. En posant £ = {2 + 3 dans la seconde somme, on obtient A = TX::l T —’;) 7= 1+§+§+Z =
25
12°
2. Par linéarité de la somme,
20 20 20
20 x 21 x 41 20 x 21
B=73) X*—2Y M+4) 1=73x """ —92x 4 x 20.
PP N e ; ;
3. Le terme 107 + 4 ne dépend pas de k et la somme contient 20 — 2 + 1 = 19 termes. Ainsi,
20
C => (10i +4) = 19(10i + 4) = 190i + 76.
k=2
4. Pour tout a € [0, 100], Z2k 241 1. Ainsi,
k=0
100 100 100
D=3 (2M1—1) =3 oM 101 =2 Z 2* — 101 = 2(2'°' — 1) — 101 = 2! — 103,
2=0 =
, - nn+1) . . .
5. On remarque d’abord que Z ® = — Ainsi (poser k = (n — B + 1) dans la derniere
®=1

somme sibesoin),

iii@_ n+1 Z":z": n+1)z":(n_e+1):n(n2+1)Xn(n;l).

P=18-P ®=1 P=1
n 1
Or Z @3 = (n(n;—)) . Donc E = 0.
©=1
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6 Calcul de sommes

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

Ap=1+42242" 420 4. 402
B =53 5ty ... 15527 5528
Corrigé
1— 4n+1 4n+1 -1
1. On reconnait une somme géométrique de raison 4. Ainsi, A, = Z 4* T 5
k=0 B
525
2. On factorise par 5° : B =5°(1-5+52 .- = 5) =5 3" (~5)".
k=0
La somme contient 526 termes. Ainsi,
1 — (—5)526 3 (1 _ 5526
1—(-5) 6
7 Semmes géométriques
Soit n € N tel que n > 2. Calculer les sommes suivantes
-1 B n 11 n ®
2 1 o5 X4
An= D 3B’ B":Z(3> ’ Cn= 2, %13
B=—n B2 F=—1
Corrigé
= —n, k =n et lorsque B = —1, k= 1. Ainsi,

On posek:—%. Lorsque%_
_(3\" n
S ()

—1
n—2 1>k+3 B 1 n2<1)k B 1 . 1— (%)n
; _

1.

k=1

2. En posant k = & 2, on obtient B, = Z (3
k=0

s(-G))

n *®
4
) Cette somme géométrique contient n+2 termes, son premier terme

)

27 & \3

=1
4n+2
5 3 1—(§> 5 4 n+2
A = —X-X——rt = — [ (= —1].
msi, Cn = 97 X 3 % 11 12 <3>

AN 3
vaut § Z et sa raison vaut
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8 Pwoduits dépendant de n
Soit n € N tel que n > 2. Calculer en fonction de n chacune des expressions suivantes :
n n n 1
In Ik I1(1-5)
k=1 k=1 _o

Corrigé
n
1. Le produit contient n facteurs tous égaux a n. Ainsi, H n=n".

k=1
n
2. Par définition de la factorielle, H k=nl
k=1
n 1 T —1 1 2 n—-1 1
3. On a (1—): =—X=X-X =—.
%;E > %11_:[2 > 23 n n
Pour le faire autrement, plus formellement :
n n
(%) = 1175
XR=2 HR=2
n
I &-1)
. Xe=2
n
I 2%
HR=2
n—1

9 Puissances et sommes

Soit z € R et n € N. Rappeler la valeur de Y ;_, zF. En déduire la valeur de Z XK :ﬁgfl
=1
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Corrigé

On sait que, pour tout 1 = t =1 = 1.
que, p ou x;é,Zx T , et, pour x ,Za: n 4+

k=0 k=0

1= (n+1)z" + na"*!

n
En dérivant cette égalité, pour x # 1, on obtient Z & 71 a 2
—x

K=1
L %1 L n(n + 1)
P = E = E - )
our x = 1, Ky & 5
K=1 =1

10 Ua «classique

n n
Soit n € N*. Exprimer avec des factorielles : A = H (2k+1), et B= H 2k

k=1 k=1
Corrigé
1. Ona (2n+ 1) = (H 2k> (H(2k+1)>. Or [ 2k = 2"nl. Ainsi, A = [J(2k+1) =
k=1 k=1 k=1 k=1
(2n +1)!
2np!

2. OnaB=][2k=2"]]k=2"nl
k=1 k=1

11 Semme logarithmique

k
Soit n € N*. Calculer Y ;_;In (2)

Corrigé

Par propriété du logarithme, Z In <2> =In <H l;) =In <H k:) —In <H 2) = In(n!)—In(2") =

k=1
In(n!) — nln(2).
12 Semme et inégalité sur une suite

n
Soit (up)nen la suite définie par : ug =1, et up41 = Z uy, pour tout n € N.

k=0
Montrer que u, < 2" — 1 pour tout n € N*.
BONUS : Déterminer u,, (astucieux, difficile).
Corrigé
Procédons par récurrence forte. Pour n € N*, soit P(n): wu, <2" —1.

o Initialisation. On a u; = 1 < 2! — 1. Ainsi, P(1) est vraie.
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o Hérédité. Soit n € N* tel que P(1),...,P(n). Ona ups1 = » up < ug+ » (28 —1) =

k=0 k=1
2"l (n 1) <2ntt o1,
n n—1
Bonus : Pour tout n € N*, on a upy1 = Zuk = Zuk + up = up + U, = 2uy. De plus,
k=0 k=0

u; = upg = 1. Ainsi, (u,)nen+ €st une suite géométrique de raison 2 et u, = 2"~! pour tout n € N*.

13 Reausrence et télescopage

Un

Soit (un)nen la suite définie par : ug =1, upy1 = 2u, + n(n — 1)2". On pose v, = on-

1. Ecrire la relation de récurrence vérifiée par (v, )nen-

2. A Daide d’un télescopage, donner une expression de v,, en fonction de n, puis en déduire wu,,.

Corrigé

1. Pour tout n € N,

Ungp1 2up+n(n—1)2"  w, nn-1) n(n—1)
Ul = et T on i1 ~on 2 T
n(n—1)

Ainsi, pour tout n € N, vy11 — v, = 5

2. On remarque d’abord que vy = ugp = 1. Pour tout n € N*, par télescopage,

n—1 1 n—1 1 n—1 n—1

Up — V) = Z(vk+1—vk)252k(k—l):§ <Zk2_2k>
k=0 k=0 k=0 k=0

_ 1 ((n —1n(2n—1) B (n— 1)n> _ n(n —1)(n —2)

2 6 2 6 ’

—Dn—-2 —1D(n—-2
Ainsi, pour tout n € N, v, = 14" (2(” ).DonC,unZZ”Un:2n<l—l—n(n g(n >>.

14 Semmes doubles

Soit (n,m) € (N*)2. Calculer les sommes suivantes :

n m n n n 7
A=>"N"p(*+1), B=>>1 Cc=>>1,
p=0g=0 i=1j=1 i—1 =1
D= Y (j_.1>2i, E= Y 2, F= ) max(i,j),
0<i<j<n \ ° 0<i<j<n 0<ij<n
G= > i H= Y i
0<i<j<n 0<i,j<n

1—(n+1)z" + na"t!

n
Pour E, on pourra utiliser que, pour x # 1, Z kab—t = a 2
-

k=1
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Corrigé

1. En séparant les deux sommes, on obtient

AZipi(q2+1)= n(n+1) <m(m+1e)s(2m+1) +m+1>.

p=0 ¢=0 2

n
2. On calcule une somme, puis 'autre : B = Zn =n?.
i=1

n
. g . . .. . o nn+1
3. Pour chaque i € [1,n], la somme intérieure contient i termes. Ainsi, C' = E 1= (2>

i=1
j—1 /.
-y jz (J B 1) 2,
j=11=0 t

4. On somme d’abord par rapport a ¢ : D
J
izl s 9\ , .
Par la formule du bindéme de Newton, Z (‘7 ; )2Z =142y t=3"1
i=0

n n—1
~ 1-3" 3"—-1
A' i D = ‘7_1 = k = = .
insi, Z 3 Z 3 13 2
7j=1 =0
n—1 n )
5. On somme d’abord par rapport & j : £ = Zz Z 27,
i=0 j=i+1

n
Pour tout i € [0,n — 1], Z 21 = gntl _ gitl,
Jj=i+1
Ainsi, par I'indication pour le traitement de la derniére somme,

n—1 n—1
E = Z (2n+1 _ 2i+1) _ on+l Z i— 4 Z i9i-1 — 2n+1”(”2_1) 4 (1 +(n— 2)27171)
i=0 i=0

- ( 2—3n+4)2 — 4.

6. On sépare les couples tels que i < j, ceux tels que j < 7 et ceux tels que i = j. Par symétrie,

n n j—1 n n n
Fo=2 > 4 i=2Y Y j+>i=2> 2+>i
0<i<j<n =0 j=1i=0 i=0 j=1 i=0
B (n+1)2n+1) nn+1) n(nm+1)(4n+5)
= c 5 =

7. On somme d’abord par rapport a 4 :

G:Ziizzj(jﬂ (Zﬂ +ZJ) n+16);(n+2)'
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15 Imégadité sur tan

T
1. Démontrer que pour tout x € [O, ) [,tan(m) > x.

3
2. Montrer que pour tout x € [O, g {,tan(z) >+ %
S k 1)(7n + 1
3. En déduire que pour tout n € N*| Z tan () > (n+1)(7n + )
n 12n

k=1

Corrigé

1. On pose, pour z € [0, %[, f(z) = tan(z) — x.
Alors f est dérivable sur [0, [ et f'(z) = tan?(z) > 0. Il vient

T 0 5
f(z) +
+00
f(@)
0 /

Ainsi, pour tout = € [0, %[, f(z) > f(0) =0, donc tan(z) > z.

2. On pose, pour z € 0,5, g(x) = tan(z) — z — :E; Alors g est deux fois dérivable sur [0, 5],
g'(z) = tan?(z) — 22, et ¢"(x) = 2tan(z) (1 + tan?(z)) — 22 = 2(tan(x) + tan®(z) — 2).
D’aprés la question précédente, tan(z) > z, et bien sir tan®(z) > 0. Donc ¢”(z) > 0 sur
[0,5[-

On obtient alors le tableau suivant :

S
o
wolx

TD2 — Sommes et produits



3

Ainsi, pour tout z € [0, %[, g(x) > 0, donc tan(z) > z + %

k k k1 /k\?
3. Pour tout k € [1,n], on a bien — € {0, g [ D’apres la question 2., tan () > —+ 3 () )
n n n

En sommant pour k allant de 1 a n, on obtient

itan(i) > Z

12n

16 Imégadisé de Cauchy-Schwarz

Soient n € N*, (a;)1<i<n €t (b;)1<i<n deux familles de réels. On veut démontrer :

n n n
i=1 i=1 i=1
On introduit P(z) = 3>, (Jas|x + b))%
1. Montrer qu’il existe a, 3,7 tels que P(x) = ax? + Bz + 7.
2. Que peut-on dire du signe de P 7
3. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

4. A quelle condition a-t-on égalité ?

n n
5. Montrer que Z la;| < v/n- Za%.
i=1 i=1

Corrigé

1. Pour tout x € R, on a

P(z) = Y (lailz +|bil)* =

n n
i=1 i=

(a?a:Q + 2|aibi|z + bf) = (Z a?) z% 42 (Z \aibi\> z+ ) bl
i=1 i=1

1 i=1

n n n
Ainsi, en posant o = Za?,ﬁ = 22 la;b;| et v = Zb?, on a bien P(z) = az? + Bz + 1.

i=1 i=1 i=1
On eut aussi pu dire que P est une somme de polynémes de degré au plus 2, et est donc un
polynoéme de degré au plus 2.
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. Pour tout =z € R, P(x) est une somme de carrés. Ainsi, P(z) > 0.

n
CSia= Z a? = 0, alors tous les a; sont nuls et 'inégalité est immédiate.
i=1
Supposons donc « > 0. Puisque P est un polynéme du second degré positif sur R, son
discriminant est négatif ou nul. Ainsi,

n 2 n n
A<0) = ﬁ2—4ory§0:>4<2|aibi|> <4 (Zﬁ) (Zb$>
=1 =1

i=1

= (Se) = (5) (54)

n
Les deux membres étant positifs, on en déduit Z la;b;| <
i=1

. Si 'une des deux familles est nulle, il y a égalité.

Supposons qu’aucune des deux familles n’est nulle. 11 y a égalité si, et seulement si, A = 0,
c’est-a-dire si P admet une racine réelle xg. On a alors

0= P(z0) = _ (|as|zo + [bi])*.
=1

Une somme de réels positifs étant nulle si, et seulement si, tous ses termes sont nuls, on obtient
lai|zo + |b;| = 0 pour tout i € [1,n]. En posant A = —xo > 0, on a |b;| = A|a;| pour tout i. I
y a donc égalité si, et seulement si, les familles (|a;|)1<i<n €t (|bi])1<i<n sont proportionnelles.

. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux familles (a;)1<i<n €t (b;)1<i<n définie par b; = 1
pour tout 7 € [1,n]. On obtient

n n
Z|az| = Z|ai><1| <
=1 i=1

17 Swideoa récurrence linéaire

La suite (uy,) est définie par la donnée de deux réels ug et up, et par la relation de récurrence :

VneN, uppo = —-2(n+ 1)uy,.

Exprimer u,, tout d’abord avec puis sans utiliser le symbole produit [], en distinguant les cas selon
la parité de n.

Corrigé

Distinguons les cas selon la parité de n.
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e Soit p € N. Pour tout k£ € [0,p — 1], en appliquant la relation de récurrence au rang 2k, on
obtient ugk o = —2(2k + 1)ugg.

Ainsi, (si besoin, faites une récurrence pour le démontrer), et en utilisant I’exercice 10 pour
la derniere égalité,

p—1 p—1
ugp =ug [ (= 22k +1)) = (=2)Puo [J(2k+ 1) = (—1)p(227>!u0.
k=0 k=0 p:

o Soit p € N. Pour tout k € [0,p — 1], en appliquant la relation de récurrence au rang 2k + 1,
on obtient ugg 13 = —2(2]€ + 2)u2k+1 = —4(k + 1)u2k+1.

p—1 p—1
Ainsi, ugpr1 = ug H (—4(k+1)) = (=D Pw H(k +1) = (—4)Ppluy.
k=0 k=0

18 Awmalygse-synthese sur les entiers

Déterminer, par analyse-synthése, I’ensemble des entiers n € N* pour lesquels on peut séparer
{1,...,n} en deux sous-ensembles de sommes égales.

Corrigé

o Analyse. Soit n € N*. On suppose qu'il existe I, [s C [1,n] disjoints tel que [1,n] = L UI,

1
et tel que Zk—l— Zk Puisque Z k= Zk = Zk = Zk = L), on en déduit
kel kels kel Ulo kel kels
+1
que Z k= 7) Donc, ou alors n est divisible par 4, ou alors n + 1 est divisible par 4.

kel

e Synthése. Soit n € N*. On distingue deux cas :

1. Cas 1. Il existe p € N* tel que n = 4p. On note alors Iy = {1,2,...,p,3p + 1, ...,4p} et
I, = [p+1,3p]. On vérifie bien que Z k= Z k, donc cela convient.
kely kels
2. Cas 2. Il existe p € N* tel que n = 4p — 1. On va essayer de revenir au cas précédent en
remarquant que 4p—1 = (4p—2)+1. Il reste [2,4(p—1)+1], que 'on peut traiter comme le
cas précédent (un nombre d’entiers consécutifs multiple de 4). On pose donc I; = {1,4p—
2}1U{2,3,...,p,3(p—1)+2,...,4(p—1)+1} et Iy = {4p—1}U{p+1,...,3(p—1)+1}. On laisse

P 4(p-1)+1 3(p—D+1
au lecteur le soin de vérifier que 1+ (4p —2) + Zk: + Z k=4p—1)+ Z k.
k=2  k=3(p—1)+2 k=p+1

19 Deécomposition de sommes (d’aprées EML 2007 S)

Soit n € N*. On note :

= IR =

1. En décomposant la somme de Ss,y1 suivant les indices pairs et impairs, exprimer 7, en
fonction de So,41 et Sp.
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2. En décomposant la somme de U, suivant les indices pairs et impairs, exprimer U, en fonction
de S, et T,,, puis de So,41 et Sy,.

Corrigé

1. En séparant les indices pairs et impairs, on obtient

n

1 " 1
52n+1 = Z ‘|‘Z
L2kt 12 & (2k)2

"o 1
Z::l? Tn At 750

»-lk\H

2. En séparant de nouveau les indices pairs et impairs, on obtient

n n 1

S\
22 (2k)2 kz::o(gkﬂ)? 4

1 1 1
D’apres la question précédente, U,, = an — <5’2n+1 — 4Sn> = §Sn — Sont1-

20 Semmes binomiales

Soient n,p € N tels que p < n. Les trois premieres sommes sont intéressantes. Les sommes 4 a 8
s’adressent a ceux qui visent le top 5. Simplifier les sommes suivantes :

-2 ety

9. fj k(k — 1) (Z) 6. kz; (;’)

> 2w )G
206 2 ()0)

Corrigé

-1
1. Pour n > 1, on utilise le lemme du pion, i.e. I'identité k (Z) = n(Z 1). Alinsi,

LRI (S

-1
Avec le changement de variable (j =k—1) = n <n . ) =n2" L

Cette formule reste vraie pour n = 0.
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2. Pour n > 2, on a

n

n n
1 - 1
yeenfi) - geen(i)
=0 k=2
n n —
L ion = -
emme du pion n Z(k 1) (k B
k=2
n n—
L ion = -
emme du pion n(n —1) Z (k: B
k=2
n—2 .
j=k2 = n(n-1) ( ,
=0\ J

Cette formule reste vraie pour n =0 et n = 1.

3. On remarque que k% = k(k — 1) 4+ k. D’apres les deux questions précédentes,

(i) - Sren(f) e Zu(3) o v —ane
k=0 k=0 k=0

4. Pour tout k € [0, p], en multipliant et en divisant par p!,

(n—k)!

n!

n!

06 -
066

5. Pour k € [0, n], par le lemme du pion

(n—k)

p

Ainsi, Z

k=0

p

D

k=0

()-+()

k41

Ainsi,
Sl
o k+1\k
Changement de variable j = k + 1

Astuce : on ajoute et retire le terme "manquant"

6. D’apres la formule de Pascal, <k>

k+1
p p+1

)
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-Bln—p)! pln—p)!

k

n+1
k+1

)

L
k1

1
n+1

n+1
d
)’ one (k—i—l

) |




Ainsi, par télescopage,

7. D’apres la question 4,

- g(n\(n—Fk\ |1 sip=0Q0,
i S0 () () < o S
8. Pour tout k € [p,n], (Z) <IIZ>:<Z> <Z:Z>.Ainsi,
200 - Oz -C)505) )
= \kJ\p p) iz \k=p p) i\ J p)

21 ESSEC 2018

Soit r > 0, x € [—r,r] et h € R tel que z + h € [—r,r]. Montrer que, pour tout entier naturel n :

|(z+h)" —2"| < nr"fllhl.

Corrigé

Si quelquun utilise la formule du bindme, il a perdu ! II faut utiliser a® — b" = (a — b)(a™ ' +
a"2b+ ...+ b 1). Cela donne, si n > 1, par inégalité triangulaire puis par hypothése :

n—1 n—1

@+ h)" =2 =z +h—2)> (x+n)fa" 7 < |hY|(@+ h)Fam
k=0 k=0

n—1
B3 [tk
k=0

n—1
= |h|z:7“"_1 = n|h|r"!
k=0

IN

Sin =0, c’est évident.
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22 E®HEC 2025

* 1 2n . “ n+k
Pour n € N*, on note B,, = 4—n(n) Justifier que B,, = kljl T
Corrigé
2n n
IT % [[(n+k)
OnaBn:i(nJrl)x(n+2)><-~~><2n:ixk=n+1 _ 1 k= :Hn+k
4n 1x2x---xXn 4n n n n L 4k
s e =
k=1 k=1
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