1 Calculs

Soient
2 1 x
() ey
-1 0 z

Calculer, lorsque c’est possible : A+ B, AB, BA, AX, BX, A%>,'A,'B,*A-'B.

Corrigé
Ona Ae M3,2<R), Be M273(R) et X € M371(R).

La somme A + B n’est pas définie, car A et B n’ont pas la méme taille.

2 1 2 6 3
OnaAB=| 0 2 (g ; }) =4 4 2
-1 0 0 -2 -1

1

2
0 2 1 -1 4
cpa=(y 5 1) o 2 Tl

Le produit AX n’est pas défini, car le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de X.

_ 2y + z
En revanche, BX = (Qx F oyt z)

Le produit A2 n’est pas défini, car A n’est pas carrée.
2
Enfin, ‘A = 2.0 _1 2
1 2 1

20
1 2

—1
4

? <

0
2
1

d
1. Soient L=(a b c¢)et C=|e|. Calculer LC et CL, si cela a un sens.
f

Ainsi, A - B = (

el V=)

2 Calcul

2. Soient X = (11 Tn), Y = (11 yn). Calculer si possible *X - Y et X - 1Y,
Corrigé
1. Ona L € My 3(R) et C € M31(R). Les deux produits sont donc définis.
d ad bd cd
On obtient LC' =ad+be+cf et CL= [ e (a b c) = |ae be ce
f af bf cf
2. Ona X,Y € My ,(R). Ainsi, 'X € M,,1(R) et 'Y € M,, 1(R), donc les deux produits sont définis.
1 T1Y1 T1Yn n
On obtient 'X -V = (y1 Yn) = et X 'Y = Zxkyk.
Tn InY1 InYn k=1
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3 Calculs

s (1 2 (20
OnCODSldereA—<2 1), B—(1 3>.

1. Calculer AB,'A-'B et !B -tA.
2. Vérifier que *(AB) ='B -'A.

3. Calculer, pour o, B € R, cosa —sina CQSB —sin 8
sina cosa sinff  cosf

Corrigé

. 1 2 2 0 4 6
1. On obtient AB = (2 1) (1 3> = (3 3>.

Comme A est symétrique, A = A. Ainsi, ‘A-'B = (1 2 ) (2 1) = (2 7) et 'B- 1A =

2 -1)\0 3 4 -1
2 1\ (1 2\ (4 3
0 3/)\2 —-1)~\6 -3)

2. Ona '(AB) = (‘61 _33) _tp.tA,

3. On obtient (cosa —sma> (cosﬁ —smﬂ) - (cosacosﬁ —sinasinf8  —cosasin 8 —Slnacosﬁ) .

sina cosa sin3 «cosfB ) \sinacosfB+cosasinfB cosacosfB — sinasinf

. s cosa —sina) (cosf —sinf\  [cos(a+B) —sin(a+ f)
D’apreés les formules d’addition, <sina cos o ) (sinﬁ cos 3 ) = <sin(o¢—|—ﬁ) cos(a+B) )

4 Construction de matrices

1. Construire les deux matrices de M3 4(R) de coefficients |i — 2j| et max(i, 7).
2. Soit n € N*. Donner la forme générale des matrices A = (a;;) et B = (b;;) de M,,(R) vérifiant :

sii>j+1, alors a;; =0, sinon a;; =isii+j=mn-+1, alors b;; =1, sinon b;; = 0.

Corrigé

1. Pour la premiere matrice, le coefficient situé a la ligne i et a la colonne j est |i — 2j|. On obtient donc

1 3 5 7

0 2 4 6

1 1 3 5
Pour la seconde matrice, on obtient donc

1 2 3 4

2 2 3 4

3 3 3 4

2. On a a;; = 0 lorsque i > j, et a;; = ¢ lorsque ¢ < j. Ainsi,

11 1 -1
a—l00 3 - 3
00 0 n
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Par ailleurs, b;; = 1 lorsque i + j = n + 1, et b;; = 0 sinon. Ainsi,

00 -+ 01

00 -+ 10
B=|: :

01 0 0

10 00

5 Exercice (question de concours)

Une matrice M € M, (R) est dite stochastique si tous ses coeflicients sont positifs ou nuls, et si la somme
des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

1. Traduire cette définition avec des quantificateurs. Donner un exemple de matrice stochastique.

2. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques est encore stochastique.

Corrigé
1. En notant M = (m;;), la matrice M est stochastique si et seulement si
V(’L,]) S [[1,?1]]27 my; > 0,
n
Vi € [[1,n]], Zmij =1
j=1

1
%) est stochastique.

2

B[00 |~

Par exemple, la matrice (

2. Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices stochastiques, et posons C' = AB = (¢;;).
n

Pour tous ¢,j € [1,n], on a ¢;; = Z airbij. Les coefficients de A et de B étant positifs ou nuls, on a

k=1
Cij > 0.
De plus, pour tout ¢ € [1,n],
n n n n n n
Dcis =D D aube =Y ai ) biy =) am =1
j=1 j=1k=1 k=1  j=1 k=1

Ainsi, AB est une matrice stochastique.

6 Conjecture - récurrence

Déterminer A™, B™ et C™ pour tout n € N (conjecture puis démonstration par récurrence si nécessaire) :

A=, m=(1 ) e=(b D).

> = 0. Ainsi, pour tout n > 2, A" = A""242% = 0,.

Corrigé

0 0

2 _
1. On calcule A* = <O 0

Donc
IQ sin= O,
A=< A sin=1,
0 sin>2.
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2. On calcule B = (} 8) = B. On conjecture que, pour tout n € N*, B" = B.

Pour tout n € N*, soit P(n): B" = B.

o Initialisation. On a B! = B, donc P(1) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). Alors B"™' = B"B = BB = B? = B, donc P(n + 1) est

vraie.

3. On calcule C? = ((1) ?) et C3 = ((1) :15) On conjecture que, pour tout n € N, C" = (é le)

Pour tout n € N, soit P(n): C" = ((1) 111) .

« Initialisation. On a C" = I, = <(1) (1)>, donc P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Alors C"! = C"C = ((1) Tll) (é 1) = (é n_f 1) , donc

P(n + 1) est vraie.

° 7 Puissance de matrice
-5 0 -6
On considére la matrice M = 3 1 3
3 0 4

1. Calculer A = £(M — I), puis A%
2. Montrer que pour tout n € Ny M™ =T 4+ u, A, avec u, =1 — (—=2)".

Corrigé
1 1 —-6 0 -6 -2 0 -2
1. OnobtientA:g(Mflg):g 3 0 3|=1 0 1
3 0 3 1 0 1
2 0 2
De plus, A2= -1 0 —1]=—-A.
-1 0 -1

2. Pour tout n € N, soit P(n) : M" = I3 + u, A.
« Initialisation. On a ug =1 —1 =0, donc I3 + ugA = I3 = M. Ainsi, P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Comme M = I3+ 34, on a

M = MM = (Is + u, A) (I3 + 3A) = I3 + (3 + up) A + 3u, A? = Is + (3 — 2u,)A.

Or3—2u,=3-2(1—(-2)")=1—(-2)""" = u,y1. Ainsi, M"*' = I3+ u,, 1 A.

° 8 Puissance de matrice

On donne les matrices :

~1 2 2 L f2 -1 -1 (T 11
A=(2 -1 2| P=g(-1 2 -1} Q=g(1 11
2 2 -1 ~1 -1 2 11 1
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1. Calculer P?, Q2, PQ, QP.
2. Déterminer a,b € R tels que A = aP + bQ.

3. Montrer que pour tout n € N, A™ = a™P + b™"Q. En déduire une expression explicite de A™.

Corrigé
1. On obtient P2 = P, Q* = Q et PQ = QP = 05.

2. Premiére méthode, astucieuse. Comme P = I3 — @Q, on a aP + bQ = als + (b — a)Q. Or
A=-3I3+6Q. Ainsi,a = -3 et b=3, donc A = —3P + 3Q.

Seconde méthode, par un systéme. On cherche a,b € R tels que A = aP + bQ. On a

-1 2 2 1 2a+b —a+b —a+bd % + b _3

A=aP+bQ = | 2 -1 2 =3 —a+b 2a+b —a+b <:>{_a+b B 6
2 2 -1 —a+b —a+b 2a+0b o
o= -3
b = 3.

Ainsi, A = —-3P + 3Q.
3. Pour tout n € N, on pose P(n): A" =a"P +b"Q.

« Initialisation. On a A° = I = P+ Q = a"P + b°Q, donc P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Alors

A" = A"A = (a"P 4+ b"Q)(aP 4+ bQ) = a" ' P? + a"bPQ + ab"QP + "1 Q? = a" ' P + 0" Q,
donc P(n+ 1) est vraie.
2(—=3)" +3" 3" —(=3)" 3" —(=-3)"

Comme a = —3 et b= 3, on obtient A" = - [ 3" —(=3)" 2(=3)"+3" 3" —(=3)"
3" — (=3 3 — (=3)" 2(=3)" + 3"

9 Commutant

Déterminer I’ensemble des matrices M € Ms(R) qui commutent avec A = ((2) _é) .

Corrigé

a b

Soit M = (c d> € M3(R). On a

a b 2 -1 2 -1 a b
MA:AM(E’(o d) (0 —2)2(0 —2) (c d)
— 20 —a—2b\ (2a—c 2b—d
2¢ —c—2d)  \ —2¢ —2d
{c = 0,
<~

d = a-+4b.

Ainsi, 'ensemble des matrices qui commutent avec A est €' (A) = { (8 u f 4b>

(a,b)eRz}.
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10 Commutant

1 0 0
1. Déterminer ’ensemble des matrices qui commutent avec : B= |0 4 0
0 0 16
2. En déduire les matrices X € M3(R) solutions de 1’équation X2 = B.
Corrigé
a b ¢
1. Soit M = |d e f] € M3zR). Ona
g h i
a 4b 16¢ a b c
MB=BM<= |d 4e 16f| =|4d 4de Af | <—b=c=d=f=g=h=0.
g 4h 160 16g 16h 16
a 0 0
Ainsi, ¥(B) = 0 e 0]f](aei)cR?
0 0 1

2. Soit X € M3(R) telle que X2 = B. Ona XB = XX? = X = X?X = BX. Ainsi, X commute avec
B et, d’apres la question précédente, X est diagonale.

z 0 0 2 = 1, x e {-1,1},
Onposedonc X = [0 y 0. Alors X?=B<«=<{ 3> = 4, =< yec{-22},
0 0 =2 22 = 16 z € {—4,4}.
€1 0 0
Les solutions sont donc les huit matrices 0 2 O (€1,€2,e3) € {—1, 1}8
0 0 4es
11 Commutant
Soient les matrices
0 0 0 2 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1 0
A= 0O 1 0 of”’ P = 0 -1 1 0
2 0 0 0 -1 0 0 1

On note € (A) 'ensemble des matrices de M4 (R) qui commutent avec A.

1. Calculer le produit P*P. En déduire que P est inversible et déterminer P!,

2. Calculer la matrice D = P71 AP et vérifier que D est diagonale. En déduire une expression de A en
fonction de D, P et P~1.

3. En déduire par une récurrence ’expression de A™ en fonction de P, P~ D et n. Donner alors
'expression matricielle (sous forme d’un seul tableau de nombres) de A3.

4. Montrer que M € G (A) si et seulement si DN = ND, ou N est une nouvelle matrice dont on donnera
P’expression en fonction de M.

5. Expliciter Pensemble € (D) des matrices qui commutent avec D, i.e. € (D) = {C € My(R), DC = CD}.

6. En déduire une expression explicite de €(A).
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Corrigé

2 0 0 0
. ‘ 0 2 0 0 . 1, . .
1. On obtient P'P = 00 2 0 = 2I4. Ainsi, P 5 P ) = I, donc P est inversible et
0 0 0 2
1 0 0 -1
1 110 1 -1 0
-1_tip_ 1
P _QP 210 1 1 o0
1 0 0 1
-2 0 0 0
. 1 10 -1 00
2. On obtient D = P7 AP = 0 0 1 0
0 0 0 2

La matrice D est donc diagonale. Comme D = P~'AP, on a A= PDP .
3. Pour tout n € N, soit P(n): A" = PD"P~L
o Initialisation. On a A° = I, = PI,P~' = PD°P~!, donc P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N tel que P(n).
Alors A" = A"A = PD"P~'PDP~! = PD""' P~ donc P(n + 1) est vraie.

0 0 0 8

. . 3 3,—1_ |0 0 1 O

Pour n = 3, on obtient A°> = PD°P™" = 010 0
8 0 0 0

4. Soit M € M4(R). On a
M € €(A) < MA=AM <= MPDP~ ' = PDP"'M <= P"'MPD = DP'MP.
En posant N = P~'M P, on obtient donc M € €(A) <= ND = DN.
5. Soit C' = (¢;5) € M4(R).

€11 €12 €13 Ci4
. C21 C22 C23 C24
6. Soit C' = € M4(R). On a
C31 €32 C33 C34
C41  C42 €43 Cy4

—2c11 —2c12 —2c13 —2c14 —2c11 —c12 €13 2c14
—C21  —Cp  —C —Co4 —2¢cp1 —Co2 a3 2c4
DC = CD < 3 = 3
31 32 €33 34 —2c31 —c32 ¢33 2c34
2¢cq41 2¢42 2c43 2¢c44 —2c41 —C42 €43 2Ca4

On voit que DC = C'D impose que tous les coefficients non diagonaux de C' soient nuls. Ainsi,

¢ (D) = (@, B,7,6) € R*

oo oD
oo wo
o2 oo
SNl
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7. D’apres les questions précédentes,

a 0 0 0
—1 4 0 ﬁ 0 0 -1
Me¥(A) < PT"MPec%(D) <<= J(a,B,7,0) e R*, M=P 00 7 0 P
0 0 0 ¢
a 0 0 0 a+d 0 0 —a+0
08 00],, 1 0 B+~y —B+y 0
O Pl o 4 olP ~3 0 —B+v B+~ 0
0 0 0 ¢ —a+9 0 0 a+d
a 0 0 b
. 0 ¢ d 0
Ainsi, €(A) = 0 d e 0 (a,b,c,d) € R*
b 0 0 a

12 Application du cours

Soit A une matrice symétrique et inversible. Montrer que A~! est symétrique.

Corrigé
D’apres le cours, ‘(A7) = (*A)~! = (A)~! par symétrie de A. Donc, A~} est symétrique.
13 Polynéme de matrice

Soit A une matrice inversible de M, (R) telle que : A% — 342 + 54 = 0,,. Déterminer A~1 en fonction de A.

Corrigé

On a, en multipliant par A~! I’égalité de I’énoncé, que

1
A? —3A+5I, =0<+<= A(A-3I,) = —5I, <= A (5(3In - A)) =1I,.
Donc, A7t = %(3.7” —A).

14 Polynéme de matrice

Soit A € M, (R) telle que : A* +4A3 + A2 — A+1,=0,, A®+ A%=0,. Montrer que A= —1,.

Corrigé

La premiére égalité donne A (A3 +4A% + A — In) =-I,<— A (—A3 —4A% - A+ In) =1,

Ainsi, A est inversible (et A7t = (=A% —44% — A+ I,,)).

Par ailleurs, A% + A® = A5(I,, + A) = 0,,. Comme A® est inversible, on en déduit que I,, + A = 0, donc
A=—1I,.
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15 Matrice nilpotente ; factorisation matricielle

Soient n € N* et A, B € M,,(R). On suppose que A et B commutent.
1. Justifier que pour tout p € N, A et BP commutent.

2. Justifier que pour tout p € N et tout ¢ € N, A7 et BP commutent.

m—1
3. Montrer que pour tout m € N*; A™ — B™ = (A — B) Z Akpm-1=k,
k=0

4. Soit N une matrice telle qu’il existe m € N* tel que N™ = 0,,. Montrer que I,, + N est inversible et
déterminer son inverse.

Corrigé
1. Pour tout p € N, soit P(p): AB? = BPA.

o Initialisation. On a AB" = AI,, = A =I,A = B°A, donc P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit p € N tel que P(p). Alors ABP™! = ABPB = BPAB = BPBA = BPT' A, donc
P(p+1) est vraie.

2. Soit p € N. Pour tout ¢ € N, on pose Q(q) : AYBP = BPA1.

o Initialisation. On a A°BP = B? = B? A" donc Q(0) est vraie.

o Hérédité. Soit g € N tel que Q(gq). D’apres la question précédente, A et BP commutent. Ainsi,
AITIBP = A(AYBP) = ABPA? = BP AT donc Q(q + 1) est vraie.

3. Soit m € N*. D’apres la question précédente, les puissances de A et de B commutent. Ainsi,

m—1 m—1 m—1
(A _ B) Z Akpm—1-k _ Z Ak+lpm—1-k _ Z BAkgm—1-k
k=0 k=0 k=0
m—1

m—1
— Z Ak+lpm—1-k _ Z Akgm—k _ gm _ gm
k=0 k=0

m—1
4. Posons S =1, — N+ N? — ... 4 (=1)""IN™! = Z (—1)*N*.
k=0
La matrice S étant un polynéme en N, elle commute avec N, donc avec I,, + N. De plus,

(In+N)S=I,+N)(I,—N+N?>—- 4+ (-=1)"'N™ 1) =L, + (-1)""'N" = I,.

Ainsi, I,, + N est inversible et (I, + N)™' =1, — N+ N? — ... 4 (=1)m~1Nym~L
16 Etude de suite

Lo 2 -1
SmtA[O 3]

1. Montrer que pour tout n € N, A" = [20 2 3;3 ] .
2. Soient (uy)nen €t (vp)nen deux suites définies par :

ug € R, vy € R,
Vn €N, upy1 = 2uy, — Uy, Upy1 = 3Up,.
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(a) Montrer qu’il existe une matrice B € My (R) telle que pour tout n € N, [Z"H] =B {Z”] .
n+1 n

(b) En déduire une expression explicite de u,, et v, pour tout n € N en fonction de ug et vg.

Corrigé
1. Pour tout n € N, soit P(n <20 2 _3 >
20 2030
« Initialisation. Ona A° = I, = ( ) ( 30 ) donc P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Alors

on 9n _ gn 2 1 2n+1 L 3(2n _ 371) 2n+1 2n+1 _ 3n+1
n+1l _ pAn _ — —
A —AA_<0 3" )(0 3)_( 0 g+l L0 3ntt ’

donc P(n + 1) est vraie.

2. (a) Pourtoutn € N,ona (ZZI:) — <2u§vn Un) _ (g 31> (ZZ) . Ainsi, on trouve B = (g 31).

(b) En itérant la relation précédente, pour tout n € N, (Z") = A" Cﬁo) = (20 2 3;3 ) <u0> )
0

n Vo
Ainsi, pour tout n € N, u,, = 2"up + (2" — 3")vg et v, = 3"vg.

17 Type concours

L1 . (1 6 (3 -2
On considére les matrices A = (1 O> et P = (1 1 )

1. Calculer A% — A.
. En déduire que A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et Is.
. Démontrer que P est inversible et calculer P~ L.

2

3

4. Calculer P~*AP. On notera D la matrice obtenue.

5. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : A" = PD"P~1
6

. En déduire 'expression de A™ en fonction de n pour tout entier naturel n. L’expression trouvée est-elle
encore valable pour n = —1 7
On considére maintenant la suite (u,,) définie par :

1
U =~ up =1

VneN, Upys =Upt1 + 6u, +3

7. Calculer us et us.

8. Ecrire une fonction Python prenant en argument un entier naturel n et renvoyant en sortie la valeur de
Up,.

On pose B = <?))’ et pour tout entier naturel n, X, = <u”+1>.

Un

9. (a) Vérifier que pour tout n € N, on a: X, 11 = AX,, + B.
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(b) Résoudre I'équation AY + B =Y, d’inconnue ¥ = (g) € My1(R). On notera L la matrice
solution obtenue.

(¢) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : X, = A"(Xg— L)+ L

3 1
10. Déduire des questions précédentes que pour tout entier naturel n, on a : u, = 0 3" = (-2)") - B
Corrigé
7 6 6 0
i 2 _ 2 — = =
1. On obtient A* = <1 6)’ donc A°— A (O 6) 615.

1
2. D’aprés la question précédente, A(A — I,) = 6I,. Ainsi, A est inversible et A~ = E(A - L) =

(0 : )

L _ 1)

6 6

3. Matrice 2 x 2 ? On pense au déterminant. On a det(P) =3 x 1 —(=2) x 1 =5 # 0. Ainsi, P est

1 1 2
. . -1 _ 1
inversible et P7" = 3 <1 3>.

periar=g (LG 00 -0 %)

5. Pour tout n € N, soit P(n): A" = PD"P~'.

4. On obtient

o Initialisation. On a A° = I, = PI,P~' = PD°P~! donc P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Alors A" = A"A = PD"P~1PDP~! = PD""1P~1 donc
P(n+ 1) est vraie.

6. Pour tout n € N, on a
4 1/3 =2\ /3" 0 1 2 1 /3n+H 4 2(=2)"  6(3" — (-2)")
n __ n 1 _ - = =
AT=PDIPT =y <1 1 > <0 (—2)”) (—1 3> 5( 3 — (=2 2.3"+3(-2)")°
Cette expression reste valable pour n = —1. Elle donne alors A~ = ((1) 11>.
6 6

7.Onaus =u; +6ug+3=1-3+3=1,puisuz =us + 6u; +3=1+6+ 3 = 10.

8. On peut écrire la fonction suivante :

| |def suite_u(n):

2 u0 = -1/2

3 ul =1

! for k in range(n):
c=ul

6 ul=ul+6*u0+3

7 u0=c

8 return u0

9. (a) Pour tout n € N, AX,, + B = <1 g) <UZ+1) + (g) = (un+1:6un M 3) = (u"+2) =Xnp1.
n n+1 Un+41
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(b) Soit Y = (?j) € Mz1(R). On a
_ - _1
AY+BY<:>(x+6y+3)(x><:>{6y+3 : 0, <:>{x : 2

x y
_1
Ainsi, L = (_%)
2
(¢) Pour tout n € N, on pose P(n): X, =A"(Xo—L)+ L.

o Initialisation. On a A°(Xy — L)+ L = Xy — L + L = Xy, donc P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Alors

Xp1=AX, +B=A(A"(Xo— L)+ L)+ B=A"""(Xg - L)+ AL+ B=A"""(Xo - L) + L,
donc P(n + 1) est vraie.

10. On a Xy = (Zl> = ( 11>,d0ncX0—L:( )
0 2

- e Lo 6 - (<27 (3) (-
Ainsi, pourtoutn € N, X,, = A(Xo— L)+ L = 5 ( gn_(—2)n 2.3+ 3(—2)") o + ; .

O nlw

3 1
La deuxiéme ligne nous donne u,, = — (3" — (-2 3

10

~—

n) o
18 Type concours

Pour tout réel a, on définit la matrice M(a) = (1 ; “ 1 i a)'
1. Déterminer la ou les valeurs de ¢ pour lesquelles M(c) = Is.

2. Démontrer que pour tous a,b € R, M(a)M(b) = M(a + b — 2ab).

3. On suppose a # % Montrer alors que la matrice M(a) est inversible et exprimer en fonction de a le
réel b tel que M(b) = M(a)~L.

La matrice M(1/2) est-elle inversible ?

S

. Déterminer I'unique réel non nul ag tel que M(ag)? = M(ay).
5. On considére maintenant les matrices P = M(ap) et Q = Io — P.

(a) Calculer P2, PQ,QP et Q% (On donnera les résultats en fonction des matrices P et Q ou de la
matrice nulle.)

(b) Soit a € R. Déterminer le réel a tel que M(a) = P + aQ.
(¢) En déduire, pour tout n € N, I'expression de (M(a))™ en fonction de P, Q, « et n.
(d) Expliciter la matrice (M(a))™ pour n € N.

Corrigé

1. OnaM(c)Ig<:><1_c ¢ )(é ?)4:»«:0.

c 1-c

. 1-a a 1-6 b\ _ (l—-a—b+2ab a+b—2ab _

2. Soient a,b € R. OnaM(a)M(b) ( u 1_@)( b 1—b>( 0+ b—2ab 1—a—b+2ab>
M(a + b — 2ab).
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3. Supposons que a # 3 Cherchons b € R tel que M(a)M(b) = I5. D’aprés les questions précédentes,

5

19

Con

1
2

w

S N

a
2 —1°

M(a)M(b) = I <= M(a+b—2ab) =M(0) <= a+b—2ab=0<«<=b(l —2a) = —a <= b=

Ainsi, M(a) est inversible et M(a)™! =M <2 a4 1>.
a—

1 1
Par ailleurs, M (2> =3 (1 }) Ses deux lignes étant égales, elle n’est pas inversible. On pourrait

aussi dire que son déterminant vaut 0.

. D’aprés la question 2, M(a)? = M(2a — 2a?). Ainsi,

1
M(a)2:M(a)<:>2a72a2:a<:>a(1—2a):O<:>a:00ua:§.

. ) ) 1
L’unique réel non nul recherché est donc ag = 3

1/1 1 1/1 -1

(a) On obtient directement P? = P, PQ = QP = 05 et Q* = Q.
(b) Cherchons « € R tel que M(a) = P+ aQ. On a

1—a a 1/14+a 1—-«
M(a)_P+aQ<:>< a 1_a>_2(1_a 1+a><:>oz—1—2a.

(c) Pour n =0, 0onaM(a)’=1,=P+Q.
Pour tout n € N*, soit P(n) : M(a)" = P+ a"Q.
o Initialisation. On a M(a) = P + a@), donc P(1) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). Alors
M(a)"™ = (P 4+ a"Q)(P + aQ) = P?> + aPQ + a"QP + a"'Q* = P + a""1Q,
donc P(n + 1) est vraie.
(d) Pour n =0, M(a)? = I,.

1+(1—2a)" 1—(1—2a)"

Pour tout n € N*, comme o = 1—2a, on obtient M(a)” = P+(1-2a)"Q = 3 (1 C(1-2a)" 1+ (1—2a)"

Type concours
1
sidérons A = 3 (g 2) Le but de I'exercice est de résoudre 'équation M? = A, d’inconnue M € My(R).
. Déterminer les réels A\ de sorte que la matrice A — A5 ne soit pas inversible.
. Résoudre I'équation AX = X, d’inconnue X € My 1(R).

1 1

. Soit P = <1 1

). Montrer que P est inversible et donner sa matrice inverse.

. Calculer P~YAP. On notera D la matrice obtenue.
. Soient M € My(R) et A= P~'MP. Etablir: M>=A <= A?=D

(a) Soit A une matrice de M2 (R) telle que A% = D. Démontrer que A et D commutent et en déduire
que A est une matrice diagonale.

(b) Résoudre finalement I'équation A? = D, d’inconnue A € My (R).

. Déterminer toutes les solutions de ’équation M? = A, d’inconnue M € My(R).
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Corrigé
1. Soit A€ R. On a

det(A — \Iy) = det (; (5 _32’\ 5_?’%)) = i (6-2X0)%=9) =A% —5Xx+4=(A—1)(A—4).

Ainsi, A — A3 n’est pas inversible si et seulement si A € {1,4}.

. (= _ 175 3\ (x) _ (= 3z + 3y
2.801tX_(y>. OnaAX_X<:>2<3 5)<y)_<y)<:>{3x+3y

o . 1
Ainsi, les solutions sont les vecteurs X =¢( ~ > , teR.

1
oo

1

3. Onadet(P)=1x1—1x(—1)=2%#0. Ainsi, P est inversible et P~ =

1/1 —-1\1/5 3 1 1 10
4. On obtient D = P™ AP = 5 <1 1 > 3 <3 5> < 1 1> = <0 4> .

5 Ona M2=A<+«= P 1M2P=P AP «<— P 'MPP'MP=D < A2=D.

DO | =
7 N
— =
_
—_
~_

6. (a) Soit A € My(R) telle que A% = D. On s’inspire de la méthode de I'exercice 10.
On a AD = AA? = A3 = A2A = DA.
a b a 4b a b . S
Posons A = (C d)' Alors AD = (C 4d) et DA = (40 4d) . Ainsi, AD = DA implique
b=c=0. La matrice A est donc diagonale.

_(xz 0 2 z2 0\ _ (1 0 T
(b) PosonsA—(O y).OnaA —D<:>(0 yQ)—(O 4>(:){y

. 1 0 1 0 -1 0 -1 0
Les solutions sont donc A € {(O 2) ; (O _2> ) ( 0 2) ) ( 0 _2>

1 _
7. Comme A = P~'MP, ona M = PAP~!. Pour A = (g 2),011 obtient M = 3 < Ty x—&-y).

En prenant z € {—1,1} et y € {—2,2}, les solutions de I'’équation M? = A sont

B0 3)sE )a6):C D))
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