1 Coiit d’un emprunt bancaire

Un couple s’appréte a acheter un bien, et doit emprunter a la banque. Le bien cotiite p euros, et le couple
souhaite emprunter sur m années a un taux d’intérét annuel i. (Par exemple, actuellement, i = 3,5/100 en
moyenne). L’objectif de cet exercice est de déterminer la somme que le couple paiera au total, et quelle est
la mensualité r.

Le fonctionnement de la banque est le suivant. On définit la suite (v,)nen, OU v, est le montant &
rembourser au bout de n mois. Chaque mois, si le couple donne r euros a la banque, une partie de ces r euros
sert tout d’abord a payer les intéréts mensuels, puis le reste contribue a rembourser le capital a rembourser.

1. Justifier que v,11 = v, (1 +i/12) —r.
2. On note ¢ = 1 4 i/12. Déterminer une expression de v,, en fonction de n, de r et g.
3. Déterminer maintenant r en fonction de m.

4. Calculer I'argent total que le couple paiera pour son bien.

Corrigé

1. Les intéréts a un certain mois sont v, x i/12, puisque ¢ sont les taux d’intéréts annuels, donc le taux
d’intérét mensuels sont ¢/12. Donc, on soustrait & vy, le réel r — v, x /12 : parmi les r euros donnés &
la banque, v,, X /12 partent dans les intéréts.

Ainsi, vp41 = v — (r — v, X 1/12) = 0, (1 +4/12) — r.
2. On a donc v, 11 = qu, — r. On pose w, = v, + x, en suivant la méthode du cours. On a donc
Wast = Vns1 +@ = qua — 1+ @ = g(wy — ) =1 + 3 = quy, — 7+ (1 — ).

Donc, avec z = r/(1 — g), on obtient que wy,4+1 = qw,. Donc, w, est géométrique, et w, = ¢"wy.
Donc, v, = w, — x = ¢"wg — x = ¢"(vg + ) — x. En injectant expression de z, on trouve v, =

(o)
0 - .
1—g¢q 1—g¢q

3. On a les conditions vy = p et v12,, = 0. Donc,

'S T r _1
q12m <U0+ )_ :O<:>7(q12m—1):—pq12m<:>r:p(q7)

1—¢q 1—g¢q 1—¢q 1—g-12m’
12 -1
4. 1l paiera donc 12m x r = % euros.
— q m

2 Suite arithmétique et géométrique
Soient (un)nen et (Un)nen deux suites définies par

U = 22U, — v
up =2, v9g=1 et VnéeEN, et noom
Upt1 = Up + 4vy,.

1. Montrer que la suite (u,, +v,,) est géométrique. En déduire une expression de u,, 4+ v,, pour tout n € N.

v
2. Montrer que la suite (w,,) définie par w,, = 3—2 pour tout n € N est arithmétique, et en déduire une

expression de w,, pour tout n € N.

3. En déduire une expression explicite de u,, et v,, en fonction de n € N.
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Corrigé

1. Pour n € N, U1 + Unt1 = 22Uy — Uy + Up + 40, = 3(ty + vp).
Ainsi, la suite (u, + v,) est géométrique de raison 3. De plus, ug + vg = 3, donc, pour tout n € N,
— n _ qn+l
Up +Up, =3%x3" =3 .

2. Pour tout n € N, d’apres la question précédente,

Vpp1  Up +4v,  up+uv, +3v, 3" w

Wntl = o0 = " gnk1 gn+1 = 3arl T3n T 1+ wn.

Ainsi, la suite (w,,) est arithmétique de raison 1. De plus, wy = vg = 1, done, pour n € N, w, =n+ 1.

3. Pour tout n € N, on a v,, = 3"w, = (n+1)3". De plus, u,, = 3" —v,, = 3" — (n+1)3" = (2—n)3"™.

3 Exercice
Soit (un)nen la suite définie par
’uO:l, VHEN, un+1:3un+3”.

U
Pour tout n € N, on pose v,, = 3—2 Montrer que la suite (v, )nen est arithmétique et en déduire 'expression

explicite de u,,, pour tout n € N.

Corrigé
Upy1  SUp +3"  u, 1 1
On a Un+1 = 3n+1 = 3n+1 = 37 g = Up + g
Donc, v, = vg + g =ug + g, et donc u, = 3"v, = 3" +n3" L.

4 Suites diverses

Pour chacune des suites (uy,)nen suivantes, déterminer une expression explicite de w,, étudier la limite de

1 7.L0:2,
" |VneN, Up+1 = 4u, — 3.

u =1, uy =0,

B

Vn €N, Uupto = 3upt1 — 2uy,.

UOZ—L (751 :17

©w

Vn €N, upto = 6up41 — uy,.

ug > 0,
Vn €N, upy1 = 2(un )2

U = Uy = 3

13 2

W =

1
27
Vn € N,

—N— — = — = —/

Up+2 Up 41 Up

TD4 — Suites



Corrigé
1. On a up4+1 = 4u, — 3. On pose w, = u, + x, en suivant la méthode du cours. Pour tout n € N,
Wpt1 = Upt1 + ¢ =4u, — 3+ =4(w, —z) — 3+ = 4w, — 3 — 3z.

Avec x = —1, on obtient wy,4+1 = 4w,,. Ainsi, la suite (w,) définie par w, = u, — 1 est géométrique de
raison 4. De plus, wg = ug — 1 = 1, donc, pour tout n € N, w, = 4". Ainsi, u, = 4" + 1.

Comme lim 4" = +4o00,ona lim wu, = +o0.
n——+oo n—4+oo

2. L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence est 22 — 3z + 2 = 0. Ses racines sont 1 et
2. 1l existe donc a, b € R tels que, pour tout n € N, u,, = a + b2".

b=1 =2
Les conditions initiales donnent < * * ’ “ ’
a—+2b=0, b= —1.
Ainsi, pour tout n € N, u,, =2 —2". Donc lim wu, = —oo0.
n—>-+oo

3. L’équation caractéristique associée & la relation de récurrence est 22 — 6z +9 = 0.
Elle admet 3 comme racine double. Il existe donc a,b € R tels que, pour tout n € N, w,, = (a + bn)3".

Les conditions initiales donnent

4
Ainsi, pour tout n € N, u,, = (—1 + n) 3". Par limite usuelle, lim wu, = +oco.
3 n—s—+o00

4. Comme ug > 0 et upy1 = 2u,2L > 0, une récurrence immédiate montre que, pour tout n € N, u,, > 0.
On peut donc poser v, = In(u,). Pour tout n € N,

Vpy1 = In(Ups1) = In(2u2) = In(2) + 2v,.

On pose wy, = v, + 2. On a wp41 = Vpg1 + ¢ = 20, + In(2) + 2 = 2w, + In(2) — 2.
Avec z = In(2), on obtient w,, 11 = 2w,,. Ainsi, la suite (w,,) définie par w,, = v,, +1n(2) est géométrique
de raison 2. De plus, wy = In(ug) + In(2) = In(2ug). Donc, pour tout n € N, w,, = 2™ In(2ug).

Ainsi, v, = 2" In(2ug) — In(2), puis u, = e’ = =(2ug)?".

5
On distingue alors trois cas.
1
e Si0<ug< 2 alors 0 < 2ug < 1, donc  lim wu, = 0.

n——+oo

1 1
o Siug= ok alors, pour tout n € N, u,, = ok

1
e Siwug> =, alors 2ug > 1, donc lim w, = +o0.
2 n—>-4o0o

1 . ) .
5. Pour tout n € N, on pose v,, = —. La relation de récurrence devient v,19 = 3v,41 — 2v,.
Un

L’équation caractéristique associée est z2 — 3z + 2 = 0.

Ses racines sont 1 et 2. 1l existe donc a,b € R tels que, pour tout n € N, v,, = a + b2".

1 1 b=2 =1
01'1}0::2(313’111::Z’*).AAiHSi,{a+ ’ <:>{a ’

Uo (151 a—+2b=3, b=1.
1
Donc, pour tout n € N, v, =1+ 2". Ainsi, u,, = ————. Donc lim wu, = 0.
1+27 n—s o0
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5 Suite auxiliaire

Soit (un)nen une suite telle que ug > 1 et w41 = u2 — 2u, + 2 pour tout n € N.
1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.
2. Pour tout n € N, on pose v, = In(u,, —1). Déterminer I'expression de v,, pour tout n € N, et en déduire
Up,-
Corrigé
1. Pour tout n € N, on pose P(n): u, > 1.

o Initialisation. Par hypothese, ug > 1.

o Hérédité. Soit n € N. Supposons que u, > 1. Alors u,1 — 1 = (u, —1)? > 0, donc u,+1 > 1.

2. D’apres la question précédente, pour tout n € N, w,, — 1 > 0. La suite (v,,) est donc bien définie. Pour
tout n € N,
Upt1 = In(upyp; — 1) =1In ((un — 1)2) =2In(u, — 1) = 2v,.

Ainsi, (v,) est géométrique de raison 2. De plus, vg = In(ug — 1), done, pour tout n € N, v, =
2" In(ug — 1).

Ainsi, In(u, —1) = 2" In(ug— 1) =1n ((uo - 1)277') .Donc, up —1 = (ug—1)%"; et uy = 1+ (ug —1)%".

6 Exercice
On définit les suites (up)nen €t (vVn)nen par

= 3u, + 2v,,
ug =1, vg =2, Vn € N, Ynt1 " "
Unt1 = 2Un + 3Up.

1. Montrer que la suite (u, — v,) est constante.
2. En déduire que (u,) est une suite arithmético-géométrique.

3. Calculer alors u,, et v,, en fonction de n.

Corrigé

1. Pour tout n € N, w41 — vpt1 = 3uy + 20, — (2uy, + 3vp,) = up — Uy

Ainsi, la suite (u, — v,) est constante. Comme ug — vg = —1, on a, pour tout n € N, u,, — v, = —1.

2. D’apres la question précédente, pour tout n € N, v,, = u,, + 1.

Ainsi, upq1 = 3up +2v, = 3u, +2(u, + 1) = 5uy, +2. Donce (uy,) est une suite arithmético-géométrique.

3. On pose w, = u, + x. Pour tout n € N,

Wptl = Ups1 + @ =5Suy, + 2+ =5(w, —x) + 2+ x = bw, + 2 — 4x.

1 1
Avec x = 3 on obtient wy+1 = bw,. Ainsi, la suite (w,,) définie par w, = u, + 3 est géométrique de

1 3 3
raison 5. De plus, wo = uo + 3= donc, pour tout n € N, w,, = 3 5™,
.. 3 1 ) 3., 1
Ainsi, pour tout n € N, u,, = 5 5" — 5 Enfin, comme v,, = u,, + 1, on obtient v,, = 5 5" + 5
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7

Suite récurrente d’ordre 3

Soit (2 )nen la suite définie par

o =3, r1 =2, T9 =6, Vn €N, zpi13=2Tpi0+ Tpy1 — 22,.
1. Pour tout n € N, on pose v, = xp4+1 — &5, Déterminer une relation entre v, 12, v,+1 et v,. Calculer
également vg et vq.
2. Déterminer v,, en fonction de n. En déduire x,, en fonction de n. Indice en bas de la page, d ne regarder
que si vous avez passé plus de 10 minutes sur le passage de vy, d x, '
Corrigé
1. Pour tout n € N,
Unt2 = Tpts — Tni2 = Ttz + Tnpl — 2Cn = (T2 — Tng1) + 2(Xpg1 — Tn) = Vpp1 + 20p.
Ainsi, pour tout n € N, v,49 = Vpt1 + 20,. De plus, vg =21 — 29 = —1 et v1 = 22 — z1 = 4.
2. L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence est 72 —r — 2 = 0. Ses racines sont 2 et

8

—1. Il existe donc a,b € R tels que, pour tout n € N, v,, = a2™ + b(—1)".

a+b=-1 {a:l

. Ainsi, pour n € N, v, = 2" —2(—1)".
2a —b=14 b= -2

Les conditions initiales donnent {

Pour tout n € N*,
n—1 n—1 n—1

Tn=x0+ Y (Teg1 —ap) =3+ Y 22> (—1)F =34+ (2" —1)— (1-(-1)") =2"+ 1+ (-1)".
k=0 k=0 k=0

Cette expression étant également valable pour n = 0, on a, pour tout n € N, 2, =2" + 1+ (=1)".

Monotonie

Déterminer la monotonie de la suite (u,) dans chacun des cas suivants.

1.

5.

L Uy

Up = n? — 2n, pour tout n > 1.

n2

- Uup = —, pour tout n € N.
n!

2n
Z 72 pour tout n € N*.
k=n+1

n
1
Uy = H w2 pour tout n € N.
k=1

n
Up = (k)’ pour tout n € N, ou k € N* est un entier fixé.

1On pourra utiliser que zp, = (n, — Tn—1) + (Tn—1 — Tn_2) + ... + (2 — 1) + (1 — 20) + T0
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Corrigé

1. Pour tout n > 1, Uupy1 —up = (n+ 1) =2(n + 1) — (n? — 2n) = 2n — 1 > 0. Ainsi, la suite (u,) est
strictement croissante.
Unt1  (m+1)% nl n+1

2. Onawug =0, u; =1 et uy = 2. De plus, pour tout n > 1, w :(n+1)!xﬁ: 3

Un+1
Un

< 1.

Pour n = 1, ce quotient est strictement supérieur & 1. Pour tout n > 2, on a n? > n+1, donc

Ainsi, la suite (u,) est strictement croissante jusqu’au rang 2, puis strictement décroissante a partir du
rang 2.

3. Pour tout n € N*,

Mff) 1 i 1 LN 1 (2n+1)2 + (2n +2)? —4(2n + 1)?
Up — Up = 75 T 5 — — = .
o Wk Sk (e k1) (20422 (n41)? (2n + 1)2(2n + 2)2

Or 2n+1)2 4+ (2n+2)? —4(2n+1)> = 2n +2)? — 3(2n + 1)2 < 0. Donc U,y 1 — u, < 0, et la suite
(up,) est strictement décroissante.
Up+1 1

4. Pour tout n € N, = T 1) < 1. Comme u,, > 0, on déduit que la suite (u,,) est décroissante.
Up, n

n
5. La suite est constante et égale a 0 jusqu’au rang k — 1 puisque <k> =0 lorsque n < k.

n+1
U, n+1 . . . .
Pour tout n > k, ntl ( fL ) = > 1, puisque k > 1. Ainsi, la suite (u,) est croissante sur
Un, (k) n+1—k

N et strictement croissante a partir du rang k.

9 Manipulation de la définition de limite

Soit (un)nen une suite telle que (uzn)nen €t (Uzn41)nen convergent vers une méme limite £. Montrer que
(un)nen tend vers .

Corrigé

Soit € > 0. Comme (ugy,)nen converge vers £, il existe Ny € N tel que Vn > Ny,  |ug, — ¢ < €.
De méme, comme (ugy,+1)nen converge vers £, il existe N1 € N tel que Yn > Ny, |ugper — €] < e.
On pose N = 2max(Ng, N1). Soit n > N.

o Sin est pair, il existe p > max(Ng, N1) tel que n = 2p. Ainsi, |u, — €] = |ugp, — ¢| < €.
o Sin est impair, il existe p > max(Ny, N1) tel que n = 2p + 1. Ainsi, |u,, — 4| = |ugpt1 — €] <e.

Donc, pour tout n > N, |u, — €] < e. Ainsi, (u,)nen converge vers £.

10 Manipulation de la définition de limite

Soit (uy)nen une suite de période N € N*| c’est-a-dire que, pour tout n € N, w4y = u,. On suppose de
plus que (uy) converge vers . Démontrer que w,, est constante.

TD4 — Suites



Corrigé

Soit p € N. Montrons que u, = /.

Soit € > 0. Comme (uy)nen converge vers £, il existe Ny € N tel que Vn > Ny, |u, — ] < e.

On choisit k € N tel que p+ kN > Ny. Comme la suite (u,,) est de période N, on a uptrn = up. Alnsi,
lup = €] = |uprrn — £ <e.

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on a u, = £. Ainsi, pour tout p € N, u, = ¢, donc la suite
(un)nen est constante.

11 Manipulation de la définition de limite

Soient (up)nen et (vn)nen deux suites & valeurs dans [0, 1] telles que HIE UpUpy = 1.
n—-+oo

Montrer que lim u, = lim v, =1.
n—-+o0o n—-+o0o

Corrigé

Soit € > 0. Il existe Ny > 0 tel que, pour tout n > Ny, |upv, — 1| < e. Puisque u, < 1 et v, < 1, cette
inégalité est 1 — u,v, < &, soit u,v, > 1 —¢e. Puisque v, < 1, on a donc que u,, > 1 — ¢, soit |u, — 1| < e.
Donc, par définition de la limite, u,, — 1. De méme pour v,,.

12 A MAITRISER : Suites récurrentes avec le sinus
On définit (up)nen ainsi : ug =1 et upp1 = sin(uy,).
1. Monter que, pour tout n € N, u, € [0,1].
2. Montrer que, pour tout z > 0, sin(z) < z. En déduire le sens de variation de (uy,).
3. En déduire que (uy,)nen converge vers une limite £ > 0.
4. Démontrer que, pour tout = > 0, sin(z) < z.

5. En déduire par un raisonnement par ’absurde que u,, — 0.

Corrigé

1. Procédons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) : 0 < u, < 1.

o Initialisation. On a uy = 1, donc P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). On a donc 0 < u,, < 1.
Comme 0 < u, <1< g, on a 0 <sin(u,) < 1. Ainsi, 0 < u,41 < 1. Donc P(n + 1) est vraie.

2. On pose, pour tout z > 0, f(x) = x — sin(x). La fonction f est dérivable sur Ry et, pour tout z > 0,
f'(z) =1 —cos(x) > 0. Ainsi, f est croissante sur Ry. Comme f(0) = 0, pour tout = > 0, f(x) > 0.
Donc, pour tout x > 0, sin(z) < z.

D’apres la question précédente, pour tout n € N, w,, > 0. Ainsi, u,1+1 = sin(u,) < u,. Donc la suite
(un,) est décroissante.

3. La suite (uy,,) est décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente. On note £ sa limite. Comme
Uy, > 0 pour tout n € N, on a £ > 0.

4. Reprenons la fonction f : z + x — sin(x). Pour tout ¢t €]0,z], f'(t) = 1 — cos(t) > 0. Ainsi, f est
strictement croissante sur [0, +o0[, et, pour x > 0, f(x) > f(0) = 0. Donc sin(z) < z.
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5.

o0 13

Raisonnons par I’absurde. Supposons que £ > 0.

Comme u,, — ¢, on a également u, 11 — £. De plus, par continuité de la fonction sinus, sin(u,) —
sin(¢). Or up41 = sin(u,). Par unicité de la limite, £ = sin(¥).

Mais ¢ > 0, donc, d’aprés la question précédente, sin(f) < ¢, ce qui est absurde.

Ainsi, £ =0. Donc, lim wu, =0.
n—r 400

A MAITRISER : Suites récurrentes avec ’arctangente

On définit (uy,)nen ainsi : ug = 1 et up41 = arctan(uy ).

1. Monter que, pour tout n € N, u,, € [0,1].

2. Montrer que, pour tout x > 0, arctan(z) < z. En déduire le sens de variation de (uy,).

3. En déduire que (uy,)nen converge vers une limite ¢ > 0.

4. Démontrer que, pour tout & > 0, arctan(x) < .

5. En déduire par un raisonnement par I’absurde que u,, — 0.

Corrigé
1. Procédons par récurrence. Pour tout n € N, on pose P(n) : 0 < u, < 1.
« Initialisation. On a uy = 1, donc P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). On a donc 0 < u,, < 1.
La fonction arctangente étant croissante, 0 = arctan(0) < arctan(u,) < arctan(1l) = % < 1. Ainsi,
0 < upy1 < 1. Donc P(n + 1) est vraie.

2. On pose, pour tout = > 0, f(x) = x —arctan(z). La fonction f est dérivable sur R et, pour tout z > 0,
flz)y=1- TIIQ = 1—73-72952 > 0. Ainsi, f est croissante sur R.. Comme f(0) = 0, pour tout = > 0,
f(x) > 0. Donc, pour tout & > 0, arctan(x) < z.

D’apres la question précédente, pour tout n € N, u,, > 0. Ainsi, u,4+1 = arctan(u,) < u,. Donc la suite
(un,) est décroissante.

3. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente. On note £ sa limite. Comme
Uy, > 0 pour tout n € N, on a £ > 0.

4. Reprenons la fonction f : z — z — arctan(x).

Pour tout = > 0, f/(x) = % > 0. Ainsi, f est strictement croissante sur Ry. Donc, pour tout
x>0, f(x) > f(0) = 0. Ainsi, arctan(z) < x.
5. Raisonnons par ’absurde. Supposons que ¢ > 0.
Comme u, — ¢, on a également u,11 — ¢. De plus, par continuité de la fonction arctangente,
arctan(u,) — arctan(?). Or u,4; = arctan(u, ). Par unicité de la limite, £ = arctan(¥).
Mais £ > 0, donc, d’aprés la question précédente, arctan(f) < £, ce qui est absurde.
Ainsi, £ = 0. Donc ngrr}rooun =0.
o0 14 Suites a analyser

Déterminer le comportement asymptotique (convergence/divergence, limite si possible) des suites définies
pour tout n € N* par :
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o . — sin(n)
FUn =8
™
b. u, = cos(?)
_1\n 3\,—n
o () e
(7T e
d. u, = (cos(n) + 3) In(n)
e u,=+vVn+1—+/n
f.ou, = 2—
n!
n'
g Up = —
nn
h. u, = L?) + 1J
n
iou, = M, reR
n
Corrigé

a.

b.

1
Pour tout n € N*, —1 <sin(n) < 1, donc —

Par encadrement,

Pour tout n € N*, 2In(n) < u,, < 4In(n).. Par comparaison,

Via la quantité conjuguée, pour tout n € N*, u,, =

n—--+

Up| =

’(_l)n 4 nS’ e~

j- Un
k. up,

I u,

m. up

< up

G

(1+n3)e™

< 1
=/
Pour tout n € N, on a ug, = 1 et ugn+3 = —1. Les suites
méme limite, la suite (u,) diverge.

3n+1

2n2 —1

_2n2+3n+1
T bn2+4n—2

B In?(n) — 2
~ In(n) +n
sin(§n) — 3
n+3

= oul<a<b

. Pour tout n € N*, |(—1)” + 67”‘ >1—e"™>1—e"' Ainsi,

efn

lim wu, =0.

nd[(=1)"+e | ~ n3(l—e"1) T 1 et

n—-—4oo

1

Par croissance comparée, la limite est nulle.

n

vVn+1++/n

. Donc

. Par encadrement,

1
(14

lim w, = +oo.

lim

lim wu, =0.
n—-4oo

extraites (ugn) et (ugnts3) n'ayant pas la

).

u, = 0.

n—>—+oo

. 1 e
Pour tout n € N*, u,, = —. Le premier terme vaut — et tous les autres facteurs sont inférieurs ou
)
n n

1
égaux a 1. Ainsi, 0 < u,, < —. Par encadrement,

3
Pour tout n >4, 1 < 1+ — < 2. Ainsi, pour tout n > 4, u,, = 1. Donc
n

encadrement,

n—--+

usuelles,
n—-—+oo

k=1

n

lim wu, = .

oo

. En divisant le numérateur et le dénominateur par n

lim wu, =0.

n—-4oo

2

TD4 — Suites

, on obtient u, =

lim wu, =0.

3

n

1

n2
1

n2

lim wu, =1.
n—-+oo

1
. Pour tout n € N*, nz — 1 < |nz] < nz. En divisant par n > 0, on obtient x — — < u,, < z. Par
n

. Par quotient de limites



. 2+34 4
k. De méme, u, = ——5-. Par quotient de limites usuelles, lim wu, = 5

5+ % -3 n—y—+o00
In?(n) 2 2
—_— == In“(n In(n
l. On a u,, = —2——"2. Par croissance comparée, (n) — 0 et L — 0. Donc lim wu, =0.
M + ]_ n n n——4oo
n
. ™ L. 4
m. Pour tout n € N*, —4 < sin (—) -3 < —2. Ainsi, —— < u, < — . Par encadrement,
3 n+3 n+3
lim wu, =0.
n——+oo
o . . . . (4)" -1 a
n. En divisant le numérateur et le dénominateur par b, on obtient u,, = .0r0< — <1, donc

o |otle

)"+ 1 b

(

(%)n — 0. Ainsi, lim w, = —1.

n——+oo

o. Pour tout k € [1,n], 0 < ﬁ < % Ainsi, 0 < u, < % = % Par encadrement, niniooun =0.
p. Pour tout k € [1,n], ! < ! < l En sommant ces inégalités, _r <u, <1.0r
Vn?4+n T Vn2+k T on VnZ+n
i = — 1. Par encadrement, lim wu, = 1.
vnZ+n \/1 + % n—s-+oo

15 Comparaison de limites

Comparer les limites suivantes :

1 mN\ n 1 m 1 n
lim ( lim (1 — ) ) , lim ( lim <1 — ) ) , lim (1 - ) .
n—+oo \ m——+oo n m——+oo \ n—+oo n n——+oo n

Corrigé
1 o 1" . : ™"
Pour toutn >2,ona0 <1—— < 1. Ainsi, lim 1—— = 0. Donc, lim lim 1—— =
n m—>+00 n n—s+o0o \ m—+oo
lim 0" =0.
n—->-+o0o

1 n\"
Pour tout m € N*,; ona lim 1 — — ) = 1. Par composée de limites usuelles, lim (1 — > =1.
n——4oo n n——4oo

Ainsi, lim ( lim <11) ) lim 1=1.
m—>+o0o \ n—+00 n m—>—+o0
1\" 1 1 In(1-1)
Enfin, pour tout n > 2, {1 — — =exp(nn{l-—=)).Ornln{l-~)=—-———"~ Comme
n n n 1

lim le, ona lim nln<1—1> =—1.

z—0 x n—s—+00

1 n
Par continuité de la fonction exponentielle en —1, lim <1 - > =e L
n—-4oo

Ainsi, 0 < e7! < 1. En particulier, les deux limites successives ne sont pas égales : I'ordre dans lequel on
fait tendre n et m vers +o0o est important.

16 Suite récurrente bornée

U
Soit (un)nen la suite définie par ug = 0 et upy; =14 ﬁ pour tout n € N.
n
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1. Montrer qu’on a 0 < u,, < 2 pour tout n € N.

2. En déduire la limite de la suite (up,)nen.

Corrigé

1. Pour tout n € N, on pose P(n): 0 <u, <2.

o Initialisation. On a ug = 0, donc P(0) est vraie. De plus, u; =1+ % =1, donc P(1) est vraie.

o Hérédité. Soit n > 1. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire que 0 < u,, < 2. Alors

2
Upe1 =1+ Unl >1>0. De plus, comme n+1>2, u,y1 <1+ ] < 2. Ainsi, P(n+ 1) est
n n

vraie.
N . s 7 un 2 . un

2. D’apres la question précédente, pour tout n € N, 0 < < . Par encadrement, lim =

y n+1 n+1 n—+oon + 1
0. Ainsi, 4y =1+ —— — 1. Donc lim wu, = 1.
n + 1 n—-4oo

17 Suite trigonométrique

Soit (un)nen+ la suite définie par u3 = 1 et Vn € N*| w,qq = ZSiH(MT").
1. Montrer que pour tout x € [0,1], 0 < 2sin(%) <z
2. Montrer que la suite (u,)nen+ est décroissante.

3. En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

Corrigé
1. On pose, pour tout x € [0,1], f(z) =z — 2sin (g) . La fonction f est dérivable sur [0, 1] et, pour tout
zel0,1, f'(z) =1 — cos (g) :

x 1 x
— — — ) < 1. Ainsi, > 0.
Or 5 € [O, 2}, donc cos<2) < 1. Ainsi, f'(z) >0

@ 0 1
I (x) 0 +

1~ 2sin (1)
f(x) O /

Ainsi, pour tout z € [0,1], f(z) > f(0) =0, donc 2sin (g) <z

1
De plus, g € [07 2}, donc sin (g) > 0. Ainsi, pour tout z € [0,1], 0 < 2sin (g) < z.

2. Procédons par récurrence. Pour n € N*, soit P(n) : 0 < u, < 1.

e Initialisation. On a u; =1, donc 0 < uy < 1.
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o Hérédité. Soit n € N*. Supposons que 0 < u,, < 1. D’apres la question précédente, 0 < u,y1 =
. Un
2sin (7) <u, <1.

Par récurrence, pour tout n € N*, 0 < u,, < 1. De plus, d’apres la question précédente, pour tout
u ’ .
n € N* u,q1 = 2sin (%) < up,. Ainsi, la suite (u,,) est décroissante.

3. La suite (uy,) est décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente. On note £ sa limite.

Comme, pour tout n € N*, 0 < u, < 1, on a ¢ € [0,1]. Par continuité de la fonction sinus, £ =

14
2sin (2> . Ainsi, f(¢) =0, ou f est la fonction étudiée dans la premiére question.

Or f est strictement croissante sur [0,1] et f(0) = 0. Donc £ = 0. Ainsi, lim u, =0.
n——+oo

18 Algorithmes de suites

On considere les fonctions Python suivantes :

def U(n): def V(n):

x=0 x=1/2

for k in range(n): for k in range(n):
x=(1+x) **2/4 x=np.sqrt (1+x**2)

return x return x

Exprimer une relation de récurrence pour les suites (uy,)nen €t (vn)nen correspondantes ainsi que leurs
variations.

Corrigé
. ) . o . . . (1+z)* . .
1. La fonction U initialise la variable x & 0, puis lui applique n fois la transformation = 1 Ainsi,
1 2
ug =0 et Vn € N, un+1:(++n).
1 2 -1 2
Un calcul donne que, pour n € N, upy1 — uy = M — Uy = M > 0. Ainsi, la suite (uy,)

est croissante. (on pourrait démontrer qu’elle est strictement croissante)

1
2. La fonction V initialise la variable x a 3 puis lui applique n fois la transformation z — /1 + z2. Ainsi,

1
voz§etVn€N, Unt1 =/ 1+02.

On montre d’abord par récurrence rapide que v, > 0 pour tout n € N. Ensuite, pour n € N, v, > 0
2 2
v — 1
(et avec la quantité conjuguée), vn41 — v, = —FL " — > 0. Ainsi, la suite (vy,) est
Un+1 + Un Un+41 + Un

strictement croissante.

19 Moyenne arithmético-géométrique
On définit les deux suites (an)nen €t (bn)nen par :

a, + b,

bo > ag >0, An+1 = anbn, bn+1 = D)

1. Montrer que les deux suites sont bien définies et que 0 < a,, < b, pour tout n € N.
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2. Montrer que (b,) est décroissante et minorée. En déduire qu’elle converge vers /1.
3. Montrer que (a,) est croissante et majorée. En déduire qu’elle converge vers £s.

4. Démontrer que ¢ = ¥s.

Corrigé

1. Pour tout m» € N, on pose P(n) : 0 < a, < by.

¢ Initialisation. Par hypotheése, 0 < ag < by. Donc P(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire que 0 < a, < b,. Alors
anby, > 0, donc a,41 et b,11 sont bien définis et strictement positifs.

De plus, puisque les deux termes sont positifs dans le passage au carré,

ap + by,

anb, < <~ dapb, < (an + bn)2 — 0< (ap — bn)27 qui est vraie.

Ainsi, 0 < ap41 < bpt1, donc P(n + 1) est vraie.

an + b b, +b
2. Pour tout n € N, comme a,, < by, bp,y1 = n;r i n;r " = b,. Ainsi, la suite (b,) est strictement

décroissante. De plus, d’apres la question précédente, pour tout n € N, b,, > 0. Elle est donc minorée
par 0.

Par le théoréme de la limite monotone, la suite (b,) converge vers un réel ¢; > 0.

3. Pour tout n € N, comme 0 < a,, < by, on a ai < apby. Ainsi, a, < v/apb, = an41, donc la suite (ay,)
est strictement croissante.
De plus, pour tout n € N, a,, < b,, < by. Ainsi, la suite (a,,) est majorée par by.

Par le théoréme de la limite monotone, la suite (a,) converge vers un réel £5.

an +0b . o D .
%. En passant a la limite et par continuité des fonctions usuelles, on

. Ainsi, 201 = {1 + {5, donc {1 = {5.

4. Pour tout n € N, b1 =

obtient ¢1 = f2 ;Kl

20 Suite alternée

(="
K

Soit (S, )nen la suite définie par : Vn € N*, S, = Z
k=1

n
1. Montrer que les suites (Sap)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

2. Que peut-on en déduire pour (Sy)nen ?

Corrigé
On a Sy = 0, car c’est une somme vide.

1 n 1
2n+1 2n + 2

1. Pour tout n € N, Sy, 42 — So, = < 0. Ainsi, la suite (S2,)nen est strictement

décroissante.
1 1

Mm+2 2n-+3

De méme, pour tout n € N, So,13 — Sopny1 = > 0. Ainsi, la suite (S2,41)nen est

strictement croissante.

Enfin, pour tout n € N, So,, — Sop 41 = > 0. Donc Sop41 < Sop et lim (S, — S2,41) = 0.

—+0o0

2n+1
Ainsi, les suites (S2,)nen et (S2n+1)nen sont adjacentes.
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Soit (v )nen telle que vy > 0, et pour tout n € N, v,11 =

1.
2.

. Par le théoréme des suites adjacentes, les suites (So,)nen €t (S2n+1)nen convergent vers une méme

limite £.

Par le cours, on en déduit que la suite (S, )nen converge vers £.

Suite définie par récurrence

1
vy + 17

Justifier que la suite (vy,)nen est bien définie.

On considére la fonction f définie sur Ry par f(z) = % Etudier f et montrer qu’elle admet un

+
unique point fixe, noté £.

. Montrer que la suite (v,,)nen est bornée.

On note g = f o f. Justifier que g est bien définie sur R;. Quelle est sa monotonie ? En déduire que
(van)nen est monotone, puis convergente (on note sa limite £5).

. Déterminer tous les points fixes de g, et en déduire que 5 = /.

. Montrer que (v, )nen converge vers £.

Corrigé

1.

2.

Pour tout n € N, on pose P(n) : v, est bien défini et v,, > 0.

o Initialisation. Par hypothése, vg > 0. Donc P(0) est vraie.

o Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire que v,, est bien défini et v,, > 0.

Alors v, +1 > 0, donc vy, 41 = 1 est bien défini et strictement positif. Ainsi, P(n + 1) est

. n
vrale.

La fonction f est dérivable sur R, et, pour tout z € Ry, f/'(z) = — 5 < 0. Ainsi, f est strictement

(x+1)
décroissante sur R. De plus, f(0) =1 et LII}_ f(z)=0.

1
Les points fixes de f sont les solutions dans Ry de f(z) =2 = —— =z <=2+ —-1=0.
x

+1

—1-V5 -1+ V5
2 Y 2
5—-1
f admet un unique point fixe dans R : £ = g

Les racines de cette équation sont . La premiere est strictement négative. Ainsi,

1

. Pour tout n € N*, comme v,_1 >0, 0 < v, = ——— < 1. Ainsi, pour tout n € N*, 0 < v,, < 1.

Up—1 + 1
Donc la suite (v,,) est bornée.

1 1
. On pose g = fo f. Pour tout z € Ry, g(z) = f < ) _ et g est bien définie sur R*. La

rz+1 x+2’

fonction g est dérivable sur Ry et ¢'(z) = W > 0. Ainsi, g est strictement croissante sur R .
x
1—v9— vg

De plus, pour tout n € N, va10 = f(f(van)) = g(van). Or va — vy = g(vo) — vo = I
0

e Siwvg < £, alors vy > vg. Comme g est croissante, une récurrence immédiate montre que (va,) est
strictement croissante.
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e Siwvg =¥, alors v, = £ pour tout n € N.
e Siwvg > ¢, alors vy < vg. Comme g est croissante, une récurrence immédiate montre que (va,) est
strictement décroissante.

Dans tous les cas, la suite (va,) est monotone. D’apres la question précédente, elle est bornée. Par le
théoreme de la limite monotone, elle converge vers un réel ¢5.

z+1
5. Pour tout z € Ry, g(z) =z <= 12 =r<=a1’+r-1=0.
T
o : . . V51

Ainsi, g admet un unique point fixe dans R, qui est £ = 5

Pour tout n € N, va,,12 = g(v2,). En passant a la limite et par continuité de g, on obtient ¢y = g(¢3).

Ainsi, ¢5 est un point fixe de g, donc £y = £.
6. On a donc hn}r vop, = L. De plus, pour tout n € N, vg,11 = f(ve,). Par continuité de f en ¢,

n——+0oo
S m vang = fle) =<
Les suites extraites (va,) et (vap41) convergeant vers une méme limite, on en déduit que lin}r Vy, =
n—-—+0o0
/— V-1
-
22 Série géométrique
n
1. Montrer que pour tout n € N*, il existe z,, € [0, 1] tel que Zxﬁ =1.
k=1
2. Etudier la monotonie de la suite (Tn)nen=-
3. Montrer qu’elle est minorée par %
4. Montrer qu’elle converge vers %
Corrigé

n
1. Soit n € N*. On pose, pour tout z € [0,1], fn(z) = Zxk.
k=1

La fonction f,, est continue sur [0,1] et dérivable sur cet intervalle. Pour tout z € [0,1], f.(z) =

n
kak_l > 0. Ainsi, f,, est strictement croissante sur [0,1]. De plus, f,,(0) =0et f,(1) =n > 1.
k=1
Par le théoréme de la bijection monotone, f,, réalise donc une bijection de [0,1] dans [0,n]. Il existe
donc un unique z,, € [0,1] tel que fn,(x,) = 1.

. Pour tout n € N*, fri1(2,) = fu(zn) +2t ™ =14+ 2" > 1= f, 1 (2ni1)-

Comme f, 41 est strictement croissante, on en déduit que z, > x,4+1. Ainsi, la suite (z,)nen+ est
strictement décroissante.

. 1 "1 1
.PourtoutneN,fn(2>222k:1—2n<1:fn(xn).

k=1

1 1
Comme f,, est strictement croissante, on a x, > 3 Ainsi, la suite (z,,) est minorée par 3
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4. La suite (z,) est décroissante et minorée. Par le théoréme de la limite monotone, elle converge vers un
réel ¢ > %

1
Pour toutn > 2, on a 3 < xp < 1. Par la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique,

n
_ k_ Tn(l—ap)
1= kzﬂx7l = ﬁ

+1

H:lfxn,don(:anfl:xZ .

Ainsi, x, — x),
Comme (z,,) est décroissante, pour tout n > 2, 0 < z, < xo < 1. Ainsi, 0 < 2"t < gPF Par
1% ) 2

n
encadrement, hrﬂ asZ'H = 0. On obtient donc, en passant a la limite dans I’égalité 2z, — 1 = xﬁ“,
n—-—+oo
20 —1=0.

1 1
Ainsi, / = =, donc  lim =z, = —.
2 n—s+o00 2

23 Suite récurrente d’ordre 3

On définit la suite (un)nen par

ug =2, u1 =0, ug =7, Vn €N, Upts = 3Upt1 — 2Unp.
On introduit
0 1 0 Uy,
M={(0 0 1], Xn = [ ups1 pour tout n € N.
-2 3 0 Un 42

1. Déterminer M X,, pour tout n € N. En déduire X,, en fonction de M et Xj.

2. Montrer que pour tout n € N, la premiere ligne de M™ est donnée par
(F((=2)" —6n+8), L((-2" +3n+2), L((-2"+3n-1)).

3. En déduire 'expression de u,, en fonction de n pour tout n € N.

Corrigé

1. Pour tout n € N,

0 ]. Un un+1 u’nJrl
MX, = 0 01 Up41 | = Unp 42 = | Unt2 | = Xn+1-
-2 3 0 Uy 42 —2Uy 4 3Up41 Up 43
Ainsi, pour tout n € N, X,,41 = MX,,. Une récurrence immédiate donne alors X,, = M" Xy avec
2
Xo=1(0
7

2. Pour tout n € N, on pose

—2)" —6n+8 (=2)"" +3n+2 (-2)"+3n—1
P(n): la premiére ligne de M™ est <( ) n+8 ()" +3n+2 (=2)"+3n )

9 ’ 9 ’ 9
« Initialisation. On a M° = I5. De plus,

1+8 -2+2 1-1
= (1,0,0).
() =

Ainsi, P(0) est vraie.
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o Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. On note (ay, by, c,) la premiere ligne de
M™. La premiere ligne de M™T1 = M"™M est alors

(Any by Cn )M = (—2¢p, an + 3cp, bp).

Or
_9\n+1 __
9 9
—2)" -6 84+3((—2)"+3n—1 _9\n+2
an+3Cn:( ) n+8+3((=2)" +3n ):( 2) +3(n+1)+2’
9 9
_2n+1 1) — 1
etbn:( )" +3(n+1) _

9
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Par récurrence, pour tout n € N, la premiere ligne de M™ est

((—2)n —6n+8 (=2)""' +3n+2 (-2)"+3n-— 1)
9 ’ 9 ’ 9 '

3. D’apres la premiere question, X,, = M" X,. Le terme u,, est donc le produit de la premiere ligne de

2 7
M™ par Xo. Ainsi, u, = 5((—2)" —6n+8) + 6((—2)" +3n—1)=(-2)"+n+1.

24 ECRICOME 2016 ECE — Exercice 1

On souhaite étudier les suites (ay, )nen, (bn)nen €t (¢n)nen définies par les conditions initiales ag = 1, by = 0,
co = 0 et les relations de récurrence suivantes :

Ap+1 = 3an + 4b,, — Cn,
bp+1 = —4a, — 5b, + ¢y,
Cn+1 = —6a, — 8b, + 2¢,.

Pour tout n € N, on pose X,, = | b,

1. Que vaut Xy ?

2. Déterminer une matrice C' telle que pour tout n € N, on ait :

Xn+1 == CX’IL'
a b ¢
On pourra poser C = [d e f |, puis identifier les coefficients
g h 1

3. Montrer que, pour tout n € N, X,, = C"X|.
4. Démontrer que C = PDP~!, avec

-2 -1 -1 -1 0 0 1 1 0
p=(3 1 1], D=0 0 0], Ptl=[-2 0 -1
4 1 2 0 0 1 -1 -2 1

On admettra que PP~ = I5.
5. Démontrer par récurrence que C" = PD"P~1,

6. Pour n > 1, en déduire une expression de a,,b, et ¢, en fonction de n.
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Corrigé

1
1. D’apres les conditions initiales, Xg = | 0
0
Ap+1 3an +4b, —c,
2. Pour tout n € N, d’apres les relations de récurrence, X;,41 = | bpt1 | = | —4a, — 50, + ¢,
Cn+1 —6a, — 8b, + 2¢,
3 4 -1 an
Ainsi, en identifiant les coefficients (en posant a,b,c,...), on obtient X, 41 = -4 -5 1 by,
-6 -8 2 Cn
C
3 4 -1
Donc, pour tout n € N, X,,41 =CX,,avecC=| -4 -5 1
-6 -8 2

3. Démontrons par récurrence que, pour tout n € N, X,, = C" X,.
Pour tout n € N, on pose P(n): X, =C"X,.

o Initialisation. On a C°X, = I3X, = X,. Donc P(0) est vraie.
« Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c¢’est-a-dire que X,, = C" Xj.
Alors, d’apres la question précédente, X, 11 = CX,, = CC"Xy = C""1X,. Ainsi, P(n + 1) est

vraie.

4. De plus,
-2 -1 =1\ /=1 0 0 2 0 -1
PDp=|3 1 1 0 0 0]=(-30 1
4 1 2 0 0 1 -4 0 2

Donc,
2 0 -1 1 1 0 3 4 -1
ppp'=[-3 0 1 -2 0 -1]l=[-4 -5 1 |=cC

-4 0 2 -1 -2 1 -6 -8 2

Ainsi, C = PDPL.

5. Démontrons par récurrence que, pour tout n € N, C" = PD"P~1,
Pour tout n € N, on pose P(n): C" = PD"P~!

o Initialisation. On a C° = I5.
De plus, PD°P~! = PI3P~! = PP~! = I3 par définition de I'inverse. Donc P(0) est vraie.
« Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire que C" = PD" P!,
Alors, d’apres la question précédente,

c"tt=c"C = (PD"P Y)Y (PDP ') = PD"(P 'P)DP! = PD"I3DP ' = PD""' P~
Ainsi; P(n + 1) est vraie.

6. D’apres les questions précédentes, pour tout n € N, X,, = C" Xy, = PD"P~1 X,,.

1 1 0 1 1
Or,P'Xg=|-2 0 —-1]l0]=|[-2
-1 -2 1 0 -1
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0 0
Pour tout n € N*, comme D est diagonale, D" = 0 0 0
0 1

Ainsi, pour tout n € N*,

X, = PD"P~'X,

—2 -1 -1\ /(=)™ 0 0\ /1
=13 1 1 0 0 0][-2
4 1 2 0o o0 1) \-1
—2 -1 -1\ /(-1)"
=13 1 1 0
4 1 2 -1
1—2(-1)"
= |3(-1)"—1
A(-1)m -2

1
En identifiant les coefficients, on obtient donc, pour tout n € N*, < b, = 3(-1)" — 1,
4

25 Equation ¢ =z +n

Le but de exercice est d’étudier les solutions de I’équation €* = x + n (pour z € R) et leur comportement
lorsque n tend vers +oco.

1. Réaliser une étude complete de la fonction f : x — €® — z. (On précisera le domaine de définition, le
tableau de variation, les limites et on donnera l’allure du graphe.)

2. On fixe un entier n > 2. Déduire de la question précédente que 1’équation e* = x+n admet exactement
deux solutions, que ’on note x,, et y,, avec x,, < yYn.

3. Démontrer que les suites (z,)n>2 €t (yYn)n>2 sont monotones, et déterminer leurs limites respectives.

Corrigé
1. La fonction f : 2 + e® — x est définie et dérivable sur R. Pour tout z € R, f'(z) = e” — 1. f est donc
du signe de .
Deplus, f(0) =1,et lim f(z) =400, lim f(x)= 400 par limites usuelles et croissance comparée
T —>—00 T —>+400

pour la limite en +00. On obtient donc le tableau de variation suivant :

x —00 0 “+00
f'(x) - 0 +
+o00 +00
1
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2.

26

On peut représenter 'allure du graphe de la fagon suivante :

Y

Soit n > 2. Résoudre I’équation e” = x 4+ n revient & résoudre f(z) = n.

Orn > 2> 1, et la fonction f admet un minimum égal a 1 en 0. Puisque f est continue, et strictement
monotone sur R* et sur R*, en appliquant deux fois le théoréme de la bijection monotone, on trouve
qu’il y a exactement deux solutions & 1’équation f(x) =n : I'une sur | — 0o, 0[, notée x,,, et 'autre sur
10, +00[, notée y,,. On a donc =, < 0 < yy.

. Montrons d’abord que (x,,),>2 est décroissante. Soit n > 2. On a f(zp41) =n+1>n= f(x,). Or z,

et T,,41 appartiennent & | — 0o, 0], et f est strictement décroissante sur cet intervalle. Donc @, 1 < Zp,.
Ainsi, (zy,)n>2 est strictement décroissante.

Montrons maintenant que (yy,)n,>2 est croissante. Soit n > 2. On a f(yp+1) =n+1>n = f(y,). Or
Yn €t Yn41 appartiennent a ]0, +ool, et f est strictement croissante sur cet intervalle. Donc yp41 > yn.
Ainsi, (yn)n>2 est strictement croissante.

Déterminons leurs limites.

Comme (z,,) est décroissante, elle admet une limite dans R U {—oo}. Supposons qu’elle converge vers
un réel £. Par continuité de f, f(z,) — f(£). Or f(x,) =n — +o0, ce qui est impossible. Donc (z,,)

ne converge pas vers un réel, et 'on a lim x, = —o0.
n—>-4oo

De méme, comme (y,,) est croissante, elle admet une limite dans RU{+oc0}. Supposons qu’elle converge
vers un réel ¢'. Par continuité de f, f(y,) — f(¢'). Or f(y,) = n — +oo, ce qui est impossible. Donc
(yn) ne converge pas vers un réel, et l'on a lirri Yn = +00.

n——+oo

Suites définies par z —nlnx

Pour tout entier n > 3, on note f, : R} = R, x =z —nlnx.

1.

2.
3.

Montrer que l'équation f,(z) = 0 admet exactement deux solutions, qu’on notera u, et v,, avec
Uy, < vp. Vérifier que 0 < u, < n < v, pour tout n > 3.

Donner la limite de la suite (vy,).

(a) Montrer que pour tout n >3, 1 < u, <e.
(b) Montrer que pour tout n > 3, fp(unt1) = In(tp41). En déduire le sens de variation de (uy)n>3.

(¢) Montrer que (uy)n>3 est convergente, puis en encadrant w,, établir que liIJrrl Uy = 1.
- n—-+oo
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Corrigé

n
1. Soit n > 3. La fonction f, est continue et dérivable sur R% et, pour tout z > 0, f, (z) =1—— =

r—n

T

Ainsi, f,, est strictement décroissante sur ]0,n], puis strictement croissante sur [n, +oo.

De plus, lim+fn(9:) = 400, fo(n) = n(l —lnn) < 0 car n > 3 > e, et, par croissance comparée,
r—0

x

lim _fofe) = o0

Par le théoréme de la bijection monotone, I’équation f,, (x) = 0 admet exactement une solution w,, dans
10, n[ et exactement une solution v,, dans |n, 4+oo[. Ainsi, 0 < u, < n < vy,

2. Pour tout n > 3, v, > n. Par comparaison, lim wv, = 4o0.

3.

n—-4oo

(a) Pour tout n > 3, fn(1) =1 >0 et fale) = e—n < 0. Deplus, 1 < e < net fest

(b

)

strictement décroissante sur |0, n], et y est continue. Par le théoréme des valeurs intermédiaires et
par la question 1, 1 < u,, < e.

Comme f11(up+1) =0, 0na upt1 — (n+1)In(uygq) = 0. Ainsi, fr,(unt1) = Uppr —nln(upy1) =
In(tp41).

Or up41 > 1, donce fr(upt1) > 0= fr(uy).

De plus, uy,upt1 €]1,e[C]0,n[ et f, est strictement décroissante sur ]0,n|. Ainsi, u,11 < Up.
Donc la suite (un)n>3 est strictement décroissante.

La suite (u,) est décroissante et minorée par 1. Par le théoréme de la limite monotone, elle
converge.

U
Pour tout n > 3, comme f,(u,) = 0, u, = nln(u,), donc u,, = exp (i) Orl<u, <e,
n
e e
donc 1 < u, < exp (7> Comme lim exp <7) = 1, on en déduit par encadrement que
n n—» 400 n

lim w, =1.
n——4oo

27 Equation z + In(z) = n

Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(z) = = + In(z).

1. Montrer que f est une bijection strictement croissante de |0, +oo[ dans R.

2. (a)
(b)

3. (a)
(b)

(c)
Corrigé

Pour tout n € N*, montrer que I’équation x + In(z) = n posséde une unique solution, que 1’on
notera x,,.

Etudier la monotonie et la convergence de la suite (z,).

Pour tout n € N*, comparer f(n) et n. En déduire que x,, < n.

En déduire que : Yn € N*, n —In(n) < z,, < n.

Déterminer lim, 4o, —
n

1
1. La fonction f est définie, continue et dérivable sur ]0, +oo[. Pour tout = > 0, f'(z) =1+ — > 0. Ainsi,
x

2.

f est strictement croissante sur ]0, +oo].

r—r 400

De plus, lim f(z) = —o0 et lim f(z) = +o0.
z—0*

Par le théoréme de la bijection monotone, f réalise une bijection strictement croissante de ]0, +o0o[ dans

R.

(a) Soit n € N*. Par la question 1, I’équation f(z) = n admet une unique solution z,, €]0, +oo[.
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(b) Pour tout n € N*, f(zpy1) =n+1>n = f(x,). Comme f est strictement croissante, on en
déduit que ,41 > x,. Ainsi, la suite (x,,) est strictement croissante.
Elle admet donc une limite dans R U {4+00}. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢ > 0.
Par continuité de f, f(z,) — f(¢). Or f(x,) = n — 400, ce qui est impossible. Ainsi,

lim =z, = 4o0.

n—> —+00

(a) Pour tout n € N*, f(n) =n+1In(n) > n. Or f(z,) = n. Comme f est strictement croissante, on
en déduit que x, < n.

(b) Pour tout n € N*, f(n —In(n)) = n — In(n) + In(n — In(n)) < n par croissance du logarithme.
Donc, z, > n — In(n).

In(n) = T

< 1. Par croissance comparée et par encadrement, lim — =

(¢) Pour tout n € N*, 1— =
n n n—-+00 N

1.
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28

Probléme

On s’intéresse dans ce probléme & I'ensemble S constitué de toutes les suites (u,) vérifiant la relation de
récurrence

Upt2 = % (ui +ui+1) , up>0etu >0.

Si (z,y) est un couple de réels positifs, on notera (u,(x,y)) la suite appartenant a S et vérifiant ug(z,y) =

et ui(z,y) =y.
Pour tout réel A, on notera

Ea={(z,y) € (Ry)? | (un(x,y)) converge vers A}.

On notera également Fy., = {(z,y) € (R4+)? | (un(x,y)) diverge vers + oo}.

1

2.

Calculer les cing premiers termes de la suite (u,(1,0)).

(a) Déterminer toutes les suites constantes appartenant a S.
(b) Montrer que, si une suite dans S a deux termes consécutifs égaux a 1, alors elle est constante.

(¢) Que peut-on dire d’une suite de S ayant un terme nul autre que les deux premiers ?

On suppose qu’une suite de S admet une limite finie L. En passant a la limite dans la relation de
récurrence, déterminer les valeurs possibles de L.

Soient a et b deux réels quelconques.

(a) Montrer que, si0 <a <b< %,alorsbzloua:bzo.
a? +b?

(b) Montrer que, si <a<b,alors b < 1.

Comparer le signe de w13 — tuny2 et celui de uy, 2 — u,, pour une suite appartenant a S.

On suppose dans cette question que la suite (u,,) (appartenant & S) vérifie la condition suivante : pour
un certain entier m, on a Upyo > Uy €t Unto > Upy1. On suppose aussi que ug # 0.
(a) Montrer que U,43 > Upta > Upt1.

(b) Déduire que (u,) est croissante & partir du rang n + 2, puis strictement croissante ou constante a
partir du rang n + 3.

(c) Montrer que ;42 > 1.

(d) En déduire que lim wu, = 400 ou que (uy)nen est constante.
n—-oQ

. On suppose dans cette question que u,y2 < uy, et que upro < Upy1. Montrer en procédant comme

dans la question précédente que (u,) est constante ou que lim wu, = 0.
n—oo

. Quelles sont les limites de la suite (u,(2,0)) et de la suite (u,(v/2,0)) ?

. On suppose que la suite (u,) appartenant & S n’a pas pour limite 0, ni +oo, et qu'elle n’est pas

constante.

(a) Montrer que ug # u;.
(b) Montrer pour tout n € N que wu, 12 est compris entre u,, et t,41.

(¢) On suppose ug < uy. Démontrer que (us,) est croissante, et que (uz,+1) est décroissante. Dé-

montrer maintenant que lim wu, = 1.
n—aoo

(d) On obtient la méme conclusion pour ug > u;. Déduire que tout couple de réels positifs (z,y)
appartient soit a Ey, soit a E, soit a E .
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Corrigé

1 1
1. u2:§7u3:§7u4:

2.

()

(b)

()

17
128°

1
Soit (u,) € S. Si u, est constante, on a uy = u; = ug, et donc = (ud 4+ ud) = ug, soit ug = ud.
Donc, ug = 0 ou ug = 1. Réciproquement, on vérifie aisément que (u,(0,0)) et (u,(1,1)) sont
constantes.
On suppose qu’il existe Ny € N tel que un, = un,4+1 = 1. Par récurrence rapide, pour tout
n > Ny, u, =. On note maintenant ny = min{n € N : Vm > n,u,, = 1}. On suppose par
I'absurde que ng > 0. On a alors u,,—1 # 1, et up, = Upo+1 = 1.
Donc, puisque ty, = y/2Uni2 — 21, 0N & Upy—1 = 4/ 2Unep1 — uZ = V2 — 1 = 1. Contradiction.
La suite est donc constante égale a 1.
Si uy =0 avec N > 2, on a alors u%_; + u4_, = 0, soit uy_1 = 0 et uy_o = 0. De proche en
proche (avec une rédaction similaire & celle ci-dessus si-besoin), on a wu,, = 0 pour tout n € N.

3. En passant a la limite dans la relation de récurrence, on obtient L = L?, soit L = 0 ou L = 1.

2 b2
4. (a) On suppose b < 1. Alors, b*> < b et a> < b. Donc, b < ¢ donc que b = b et a? = b.
L’équation b?> = b donne b = 0, puisque b < 1. Donc a = 0.
b2
(b) On prend b > 0. On suppose par 'absurde que b > 1. On a alors que a > 0, puisque a > 5 De
1
plus, ab > a > # Donc, ab — % >0 et —i(a —b)? >0 : contradiction.
5. On a

6.

1
Un+3 = Unt2 = 5(“72#2 FUp g Uy —up) = §(Un+2 = Un ) (Un+2 + Un).

Donc, tup43 — tnto est du signe de uy49 — uy,.

(a)
(b)

Par la question précédente, on déduit que uy,4+3 > upyo. D’ott I'inégalité recherchée

On déduit la croissance de la suite a partir du rang n + 1 en appliquant le raisonnement de la
question 6.(a). Ensuite, on disjoint deux cas :

e Si Upio > Up, alors Unig — Upis = %(un+2 — Up)(Upt2 + uy) > 0. Done, tyi3 > Upyo et
Up+3 > Up+1 PAr la question précédente. En itérant, on trouve que la suite est strictement
croissante.

e Si U, = Upyo, alors u,43 = uyqo par le calcul ci-dessus. Si up411 = uy,, alors la suite est
constante car elle a trois termes successifs constants. Sinon, si u,4+1 < Upt2, alors u,4q4 =

Lo 2 Lo o 2 ;
§(un+3 +up o) > i(unJrl + Uy 4 0) = Upgs. Donc, Upqg > Upgz €t Uppg > Upyo : la suite est
donc strictement croissante par le point précédent.

On a, par la question 6.(a), Up+3 > Unt2 > Upt1, donc 0 < upy1 < Upio < %(U%H + uflﬁ). Par

la question 4.(a), on en déduit que u, 2 > 1, puisqu’on ne peut avoir u,+; = u,2 = 0, sinon la
suite serait constante nulle par la question 2.(c).

Par la question 6.(b), on a deux cas :

e Ou alors la suite est constante

e Ou alors elle est strictement croissante et u,+2 > 1. Elle converge donc vers une limite finie
L ou vers +o0o. Par 'absurde, si elle converge, alors L = 0 (impossible car L > 1) ou L =1
par la question 2.(c). Or, si L = 1, alors la suite est constante puisque croissante et de limite
Upt2. Donc, la limite vaut l'infini.

7. On va prouver plusieurs points :

Tout d’abord, la 4.(b) nous donne que u,, <1 et que u,4+1 < 1.
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Ensuite, on utilise la question 5. pour démontrer que u,4+3 < Upt2 < upy1. Donc, la suite est
décroissante.

Donc, la suite converge vers une limite L. Donc, L = 0 ou 1 par la question 3. Si L = 1, alors
puisque u,, < 1 et que la suite est décroissante a partir d’un certain rang, on en déduit que la suite
est constante égale a 1. Sinon, elle tend vers 0.

8. u2(2,0) =2, u3z(2,0) = 2. Par la question 6., (u,(2,0)) diverge vers +o0 car u; < uz et uz < ug (donc
la suite n’est pas constante).

9.

u?(\/ia 0) - 13 u3(\/§a O) =

, us(v2,0) = 2 et us(v/2,0) = {5. On a donc que la suite tend vers 0,

DO =

puisque US(\@, 0) < Ug(\/ﬁ, O) et U5(\@, 0) < u4(ﬂa O)

(a)
(b)
()

Si up = uy, on a nécessairement us < ug ou ug > uUg, et on est dans le cas de la question 6 ou 7,
donc la suite est constante ou a pour limite 0 ou +00. Ce n’est pas possible. Donc, ug # wug.

Soit n € N. Si upy9 > Up41 €t Upya > Uy, alors on est dans le cas de la question 6 : impossible.
De méme si tupt2 < Uy et upyo < Uupt1. Donce, uy,10 est compris entre u, et upy1.

On démontre par récurrence que (ug,) est croissante et que (ug,41) est décroissante. Pour n € N,
soit P(n) : u2p < Ugnto < Uopts < Uspti.

o Initialisation. Par hypothése et par la question précédente, ug < us < uy, et donc us <
uz < Uy
o Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Puisque usyiq4 € [Ugni2,Usnis], on a done ug,ia <
Uonta < Uapts. Avec le méme argument, on obtient us, 4 < Ugpts < Ugpps. Dot P(n+ 1).
On en déduit que (ug,) est croissante, et que (ugy,+1) est décroissante.

Dong, les deux suites convergent, 'une étant minorée par 0 et autre par u;. On note L et L’ les

L2 L/2 L2 L/2
deux limites. Par passage a la limite, on a donc L = L et I' = % Donc, L' = L,

et, par la question 3., L = 1 car la suite n’a pas pour limite 0.

Soit (u,) € S.

Si elle est constante, elle est constante égale a 0 ou a 1. Si elle vérifie & un certain rang les
hypotheses de la question 6, elle est constante ou tend vers +oco. Si elle vérifie & un certain rang

les hypotheses de la question 7, elle est constante ou tend vers 0. Dans les autres cas, la question
9 montre qu’elle converge vers 1.

Ainsi, (R+)2 = EO U E1 U E+oo-
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