Mathématiques

Corrigé du concours blanc

Exercice 1.

Partie A : Etude d’une fonction

1.  — In(x) est définie sur RY. De plus,  — |z| est & valeurs positives sur R, ainsi |2 — e”| > 0 si et seulement
2 —e” # 0 ainsi
Dy =R\ {In(2)}.

2.(a) Ona lim [2—¢"| =07 ainsi
z—1n(2)

lim f(z) = —o0.

z—In(2)
De plus, lim |2 — €| = 400 ainsi
T—+00

lim f(z) = +oo.

T—r+00
De plus, lim |2 —e®| =2 ainsi
Tr—r—00
lim f(z)=1n(2).

T—r—00
(b) D’apres la question précédente, la droite d’équation 2 = In(2) est une asymptote verticale & la courbe représentative
de f. De méme, la droite d’équation y = In(2) est une asymptote horizontale & la courbe représentative de f
en —oo. Pour = > In(2), on a
f(@)=In(e*—2) =2 +In(1-2e7).

Ainsi
im 29— g 14
r—+00 xT r—+o0

In(l—-2e7) _q

De plus,
lim f(z)—z= lim In(1-2¢ %) =0.

Tr—r+o0 T—r+o0
Donc la droite d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe représentative de f en +o0.

3.(a) f est dérivable sur Dy en tant que composée de fonctions dérivables; en effet,  — |2 — e”| est dérivable sur
i

R\ {In(2)} a valeurs dans R} et x +— In(x) est dérivable sur R’ . Rappelons que (In|u|)’ = L Soit z € Dy,
u

(b) Pour z € Dy, on a e€” > 0. De plus, €* —2 > 0 si et seulement si > In(2). Ainsi f est strictement décroissante
sur | — oo, In(2)[ et strictement croissante sur | In(2), +oo].

Partie B : Etude de séries

1. La fonction g :  — In(2 — €”) admet pour domaine de définition U'intervalle I =] — 00,In2[. ¢ est de classe C*>
sur I en tant que composée de fonctions C'*°. De plus, pour = € I

, —e” 2 I —2e*
x) = =1 et r)=——.
g (x) 9" (x) (2_693)2

2 e 2 _em

Alors,
9(0)=0; ¢'(0)=-1 et g"(0)=-2.
D’apres la formule de Taylor-Young avec g de classe C*° au voisinage de 0,

In(2 —e®) = —x — 22 + o(2?).

0

1 1
2. (a) Soit k un entier supérieur & 2. % appartient alors a l'intervalle ]O, 2], donc e'/* appartient & } 1, 61/2] 2—¢l/k

appartient alors a l'intervalle [2 —e'/?,1 { Observons que e < 4 donc e'/? < 2 et ainsi 2 — €'/2 > 0. Alors

2 — e'/* est bien dans Vintervalle ]0,1].



(b) Va €]0,1], In(x) < 0. Ce qui précéde donne alors : pour tout entier k supérieur ou égal & 2,
ln(2—el/k) <0

(c) Au voisinage de 0 : In(2 — €%) = —z — 2% + o(2?). Ainsi In(2 — e*) ~ —z. Alors

6 z—0

1
—ln(2—el/k)k ST
—r+00

1 . o1 L . . o .
Vk € N*, Z > 0, la série de terme général z est une série de Riemann divergente. Les critéres de comparaison

sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général —In(2 — etk ) diverge; il en est de
méme pour la série de terme général In(2 — e!/*),
(d) La série de terme général — In(2 — el/k ) est & termes positifs et divergente donc la suite de ses sommes partielles
tend vers +oco (suite des sommes partielles croissante et divergente).
Par conséquent lim (—V,,) = +o00. Alors
n— oo

lim V,, = —0c0 et lim " = 0.
n—oo n—oo

3. (a) Soit n un entier supérieur ou égal & 2.

g e-o-n(1-1)

=2

” k—1
Va —];ln (k)
— vn_f:(ln(k—n—lnk)
k=2

= Vn—(lnl—lnn)
In (ev") +1Inn
= In (ev" n)

= In(nupy).

On en conclut que Vn > 2,
n

n(nuy,) Z[ el/F) (1—1/k)}

k=2

(b) Au voisinage de 0 :

In2—e")=—x—a2*+o(z*) et In(l-uz) = - — + o(a?).

0

Ainsi, au voisinage de 0,

x? x?
In(2 —€”) —In(1 — ) =T - z? — <:r - > + o(z?) Y + o(z?).

2 0
Alors
In(2 — z)—1(1— ) —x—z
n e n T 5 5
AiIlSi

1 1

1/k

1n(2_e / )—1n<1—k> +’?.’O—ﬁ
1

(¢) Posons Vk > 2, wi = In(2 — e*/*) —In (1— kz) On a

o b
b 2 k2
De plus, Vk € N*, L

plus, 2/€2

de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général —w;, converge ; ainsi
la série de terme général wy converge. Notons L la somme de la série.

1
> 0, la série de terme général 352 est une série de Riemann convergente. Les criteres

L= lim Zwk = lim (ln(nun))

n—oo n— oo
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Alors par continuité de la fonction ¢ — e en L

lim (nu,) = er.
n—oo

La suite (nu,) converge et sa limite e’ est non nulle donc : nu, o eX. Ceci donne encore
o0

L

(9]

un ~  —
+oo N
Posons K = el. K est un réel strictement positif et

Up ~
—+oo

=

De plus, Vn € N*, 5 > 0; la série de terme général E diverge. Les criteres de comparaison sur les séries a
termes positifs montre?lt alors que la série de terme général u,, diverge.
4.(a) Yn > 2, Vo1 =V, = In(2 — el/"H) < 0 d’apreés 2. b.. La suite (V,,),>2 est donc strictement décroissante.
Comme la fonction exponentielle est strictement croissante, la suite (e"),,>2 est strictement décroissante. Ainsi
la suite (uy,)n,>2 est strictement décroissante.

(b) Soit n dans N*.

In+1 42
Sonsa — Son = (12" g, + (12" 2 Uy, 0 = —Ugpa1 + Uspio < 0.

(71)2n+2 (71)2n+3

Sont3 — Sony1 = Ugpt2 + Ugp43 = Uopt2 — Uzpy3 > 0

Ainsi la suite (S2,)n>1 est décroissante et la suite (S2n41)n>1 €st croissante.

K K
De plus, u, ~ — et lim — =0 donc
+oco n n—oo N

lim wu, = 0.
n—oo

Alors

A (S = S0) = Jim ((CD7 i) = Jim (~tansa) =0.

Ainsi les suites (S2p)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont adjacentes.
(c) Les suites (S2pn)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont alors convergentes et ont méme limite. Ce qui permet d’affirmer que la
suite (Sp,)n>1 est convergente. Par conséquent, la série de terme général (—1)" u,, est convergente.

Exercice 2.

Partie A : Etude d’une suite de nombres

1. Connaissant les propriétés des coefficients binomiaux, on a

1/0 1/2 1/4 4x3
cp = — =1, == =letcyg=— = = 2.
1\0 2\1 3\2 3 X2

2. (a) Pour n € N*, on remarque n < 2n et n+ 1 < 2n, donc on peut utiliser les expressions avec les factorielles de

sorte que
2n 2n _ (2n)! (2n)!
n n+1)  naln! (n41)(n—1)
B (2n)! 1 1
onln—1\n n+1
B (2n)! 1
 onl(n—=1)!' \n(n+1)
|
_ (2n)! “ 1
nln! n+1
= cn
1 2n . .-
(b) Pour tout n € N, ¢, = ] donc ¢, est un nombre strictement positif.
n n
2n 2n . crs . .
Comme ¢, = — 1) on voit que ¢, est une différence de deux entiers donc ¢, est un entier.
n n

Finalement, ¢, est un entier naturel non nul.
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3. (a) Pour tout n € N,

1 2(n41)\ 1 2n+2)! 1 (2n+2) x (2n+1) x (2n)!
ch_n+2(7Hl>_n+2m+1wn+nl_n+2x (n + 1)2(n))(n))
1 2(n+1) 1 (2n)! '\ _ 2(2n+1)
Thr2 Tt X@"+Ux<n+1xom@n>_ nt2 o

(b) Soit n € N,

Cn+1 — Cp =

2(2n+1)0n e —e (2(2n+1) B 1) e <2(2n+1) - (n+2)) 3n

= ¢, = 0.
n -+ 2 n -+ 2 n -+ 2 n-+ 2

Donc la suite (cp), [y est croissante.
Donc soit (cy),, <N converge soit elle diverge vers +oc. Supposons qu’elle converge vers une limite réelle que
I’on note .
On sait que, pour tout n € N,
22n+1)  4An+2 n+;

1+ 5
Cp = cp =4 % c 5 Cn — AL,
n -+ 2 n -+ 2 n-+ 2 1+E n——+oo

Cpn+1 =

Or cpi1 —+> ¢, par unicité de la limite, on a 4¢ = £ donc 3¢ = 0 et £ = 0. Cela contredit le fait que
n—-+0oo
0 < cg =1 et que la suite soit croissante. Donc (C”)nEN ne peut pas converger donc elle diverge vers +oo.
4. On propose

def catalan(n)
c=1
for k in range(n)
c=(4%k+2) / (k+2) *c
return(c)

5. On revient a la définition de ¢,, ainsi pour n € N
1 [/2n 1 (2n)!

C. = =
" n+1\n n+1 (n!)?

n n
D’apres la formule de Stirling, on a n! ~ 2 n (7) . Ainsi
n—-+o0o e

1 Vimn ()™
Cn n—:\—;-oo n+ 1 271'” (ﬁ)2’l’b .
€

Ce qui nous permet d’écrire
2271

" nstoo rn(n+ 1)

C

Comme n —+ 1 ~ n, on conclut que
n—-+o0o

4qn
Cp, ~ 73/2
n—+o0o /TN

Partie B : Une expérience aléatoire

1. (a) Le nombre de piles plus le nombre de faces est égal au nombre total de lancers. Donc le nombre de piles est
égal au nombre de faces uniquement sur des rangs de lancers pairs. S’il n’y a jamais cet éveénement, T vaut 0
et reste pair. Donc T ne peut pas étre impair.

(b) Soit k € N*, on note Py, : “le k éme lancer donne pile” et Fy : “le k éme lancer donne face”. Ainsi
[T=2=(PiNF)UF1NPF).
Par indépendance des événements et par union disjointe on a :
P(T = 2) = P(P) P (Fy) + P (Fy) P (Py) = 2pq.

On écrit également :
[T=4=(P NPNENF)UFINFEBNPsNER).
Par indépendance des événements et par union disjointe on a :
P(T = 4) = 2p*¢>.
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2. (a) X compte le nombre de succés en 2n — 2 expériences de Bernoulli identiques et indépendantes ayant une
probabilité de succes p. Ainsi X suit une loi binomiale de parametres 2n — 2 et p.
(b) D’apres la question précédente, on a donc pour k € [0,2n — 2],

2n — 2 _o_

Comme n > 2, alors n — 1 < 2n — 2. Ainsi

2n — 2
P(X=n-1)= (: 1 )p"_lq"_l.

3. (a) {S,S} est un systéme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales,
PX=n-1)=P([X=n-1nS)+P(X=n-1]NnS).
Ainsi d’apres la question précédente,

P(X=n-1NnS) = PX=n—-1)-P(X=n-1N5)

P

2n — 2 B I — 2 o
«;znfl)) ( ’;m)_)f;
<(”_1)> ((n—1)+1>>p a -

P([X=n—-1NnS)=c,_1p" '¢" .

On conclut avec la question A.2)a)

(b) Soit n € N*. {Py, F1} est un systéme complet d’éveénements donc d’aprés la formule des probabilités totales
P(T =2n) = P([T =2n]N P) + P([T = 2n] N Fy).

L’événement [T = 2n] N P; est tel que le premier lancer est pile et le premier lancer donnant I’égalité du
nombre de piles et de faces est 2n. Ainsi entre le 2éme et le (2n-1)éme lancer, le nombre de piles est toujours
supérieur au nombre de faces. Puis le (2n)éme lancer donne un face afin d’avoir I’égalité entre le nombre de
piles et de faces, ainsi

[T:Qn]ﬂPl:Plﬂ[X:n—l]ﬂSﬂan

Par indépendance et d’apres la question précédente.
P([T=2n]NP) =cn_1p"q".

Pour I’évenement [T = 2n| N Fy, les roles de pile et de face sont inversés. La probabilité reste la méme avec
un face au premier lancer et un pile au (2n)éme lancer.

P([T=2n]NFy) = cn_1p™q".

Ainsi P(T = 2n) = 2¢,—1p™(1 — p)™.

4. (a) La fonction u : & + x(1 — z) est polynomiale donc dérivable et u/(z) = 1 — 2z donc v’ > 0 sur [0, 5[ et
u' < 0 sur |3, 0] donc u admet son maximum en 1. Par la stricte monotonie sur [0, ] et sur [3,
u(1/2) = 1/4 est atteint une seule fois et c’est en 3.

(b) La variable T est discrete de support T'(€2) = 2N donc elle a une espérance si et seulement si Z 2nP(T = 2n)
n>0
converge absolument. Elle est & terme général positif donc on étudie sa convergence. Avec la question 3)b),
pour tout n € N*, on a

0], ce maximum

2nP(T = 2n) = 4nc,—1p" (1 — p)"
et d’apres la question A)5)
(4p(1 —p))"

2nP(T = 2n) et T

1
—Sipzialors 1
2nP(T =2 ~ .
" ( n)n—H-oo\/Tri

1
Or la série de terme général — diverge donc d’apres le critere de comparaison par équivalence Z 2nP(T =

\/ﬁ n>0

2n) diverge.



1
— Sip# 3 alors 0 < p(1 —p) < i donc —1 < 4p(1 — p) < 1 donc par croissances comparées, on a

n2 (4p(1 _p))n — n3/2(4p(1 _ p))n 50

\/ﬁ n—-+00

donc
(4p(1 —p)"

N

. 1 - . . .
La série E —; converge avec un terme général positif donc par critere de comparaison par équivalence la
n

=o0(1/n?).

série Z 2nP(T = 2n) converge. Donc T' a une espérance.
n>0

5. (a) p prendra comme valeur 1/4 et 1/2.

(b) Il faudra taper la commande rd.random.

(¢) Tant que le nombre de faces est différent de la moitié des lancers effectués, on continue.

(d) Sip=0.5, on remarque que seulement une dizaine de cas sur 1000 tests n’auront pas un nombre de faces et de
piles qui coincideraient & un moment.
Si p = 0.25 P(T = 0) semble plausible car dans environ la moitié des tests effectués (500 pour 1000 tests), le
nombre de faces et de piles ne coincident jamais. Dans les cas ou le nombres de faces et de piles coincident, on
obtient respectivement 1460 et 1590 lancers cumulés effectués, ainsi en divisant par les 1000 tests, on obtient
une moyenne d’environ 3/2.

Exercice 3.

Partie A : Quelques résultats théoriques
1. On a dim (L(E,R)) =dim F X dimR = dim E = d.
~——

=1

2. (a) Imf est un sous-espace vectoriel de R donc est de dimension 0 ou 1.

Raisonnons par absurde. On suppose que dim (Imf) = 0 alors Imf = {0} et donc f est application nulle.
Ce qui est absurde car f n’est pas lapplication nulle. Donc Imf C R et dim (Imf) = 1 = dim R, donc Imf =R,
ce qui signifie que f est surjective.
(b) Le théoreme du rang affirme que

dim E = dim (Ker(f)) + dim (Imf) .

D’apres la question précédente, on a dim (Imf) = 1 de sorte que dim (Ker(f)) =d — 1.

3. (a) Ker(f) est un sous-espace vectoriel de Ker(f) 4+ Ker(g), ainsi la dimension de Ker(f) 4+ Ker(g) est au moins
d — 1. De plus comme Ker(f) 4+ Kerg est un sous-espace vectoriel de E alors Ker(f) + Ker(g) est de dimension
d — 1 ou d. Raisonnons par ’absurde. Supposons que Ker(f) + Ker(g) est de dimension d — 1. Comme Ker(f)
est un sous-espace vectoriel de Ker(f) + Ker(g) de méme dimension, alors

Ker(f) = Ker(f) + Ker(g).

De méme,
Ker(g) = Ker(f) + Ker(g).

Ainsi Ker(f) = Ker(g), ce qui contredit 'hypothese Ker(f) # Ker(g). On en conclut que Ker(f) + Ker(g) est
un sous-espace vectoriel de E¥ de méme dimension, donc

Ker(f) + Ker(g) = E.
(b) D’apres la formule de Grassmann, on obtient
dim (Ker(f) N Ker(g)) = dim (Ker(f)) + dim (Ker(g)) — dim (Ker(f) + Ker(g)) = (d—1)+(d—1) —d=d — 2.

4. (a) Notons B = (ey,ea,...e4—1) une base de H, alors comme x € E \ H, alors = ne s’écrit pas comme combinaison
linéaire de la famille B. Ainsi la famille (eq, es,...eq_1, ) est une famille libre. Comme son cardinal est d, elle
constitue donc une base de E. Par concaténation de bases, on obtient

E = H @ Vect(z).
(b) On définit la forme linéaire f sur E par 'image de la base (e, es,...e4—1, ) de la maniére suivante
Vie[l,d—1], f(e;) =0 et f(z)=1
Ainsi Ker(f) = H.



Partie B : Deux exemples simples

1. (a) On obtient facilement

1 0 0 1 0 0
0 1 0 6 5 -3
H =Vect ol 13|15 et K =Vect ol 1111 o
0 0 1 0 0 1

Les familles génératrices obtenues sont des bases en tant que familles échelonnées.
(b) On obtient apres résolution de systeme linéaire

7 0

-8 —-11
HNK =Vect 10| 9

0 7

La famille génératrice obtenue est une base de H N K car les vecteurs obtenues ne sont pas colinéaires.

2. (a) Pour tout P € E on a g(P) € R et 'application g est linéaire par linéarité de I'intégration.

(b) Soit ¢ € [1,k]. On a :
i+l z 1*
i(t)dt = =0.
/ Qilt { i+ 1] 0
Ainsi Q; € Ker(g).

Comme les éléments de la famille (Q1,...,Q%) sont de degrés tous différents, c’est une famille libre de k
vecteurs de Ker(g) qui est de dimension & : ¢’est donc une base de Ker(g).

Partie C : Représentation des formes linéaires

1. (a) Soient Py, P, dans Ri[X] et A et u dans R. Pour tout @ dans R;[X] on a par linéarité de l'intégration :
1
S0P +pP)(Q) = [ (P aR) Q) d

/ Pi(t dt+u/1P2(t)Q(t)dt
0
= AB(P)(Q) + u®(P)(Q)

Ceci étant valable quelque soit le choix de @) dans Ri[X], il vient : ®(AP; + pP2) = A®(Py) + pu®(Py).
(b) Soit P € Ker®, alors ®(P) est I'application nulle. Donc pour tout @ € Ry[X], ®(P)(Q) = 0. En particulier si
@ = P, on obtient

®(P)(P) :/0 (P(t))* dt = 0.

Or P? est une fonction continue et positive sur [0, 1], donc P est le polynome nul. Ainsi Ker(®) = {0}, ® est
injective de Rg[X] dans L (Rix[X],R).

(¢) L’application linéaire @ est injective de Rp[X] dans L (Rg[X],R) qui sont des espaces vectoriels de méme
dimension : ® est bijective (par le théoréme du rang). On conclut que ® est un isomorphisme de Ry[X] sur
L (Rk [X]aR)'

(d) Comme @ est une application bijective de Ry[X] dans L (Ri[X],R), pour tout ¢ € L (Rg[X],R) il existe un
unique A € Ry [X] tel que ®(A) = ¢. On définit ¢ € L (R[X],R) par VQ € R;[X]

e(Q) = Q(0).
Ainsi V@ € Rg[X], on a

1
Donc /0 A)Q(t) dt = Q(0).

2. (a) B est une fonction continue sur le segment [0, 1], donc d’apres le théoréme des bornes, B est bornée sur [0, 1].
(b) De plus, d’apres I'inégalité triangulaire

(=1 dt‘ /|B )] v (1—1)"d

Comme B est bornée sur [0, 1], il existe M > 0 tel que

vt € [0,1],|B(t)| < M.
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Ainsi

/1 |B(t)|vn(1 —t)"dt < M\/ﬁ/l(l —t)"dt.
0 0

1
1
Or / (1 —t)"dt = ——, ainsi
0 n+1
v

n+1

/01 B(t)vn(1—1t)" dt‘ <M

Or lim
n—4oon + 1

= 0. donc par encadrement

lim 1 B(t)y/n(1—1t)"dt = 0.

n—4oo 0

Raisonnons par l’absurde. On suppose que le polynéme B existe et vérifie ’hypothese de la question 2. On
définit pour n € N* la suite de polynémes P, tels que

VteR, P,(t)=+vn(1-t)".

Ainsi d’apres ’hypothese de la question 2

Donc 1
\/ﬁz/ B(t)v/n (1 —t)"dt.
0

Or d’apres la question précédente
1
lim B(t)y/n(1—1t)"dt = 0.

n—-+oo 0

Comme lirJIrl v/n = +00, on obtient une contradiction. Ainsi le polynéme B n’existe pas.
n—-+oo



