Quelques précisions :

— La copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,

— toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,

— les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés, surlignés ou encadrés).

L’usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n’est autorisé. Le sujet est a rendre avec la

copie.

”Ce n’est pas la force, mais la persévérance, qui fait les grandes ceuvres.”

SAMUEL JOHNSON

DE I’ART DE GAGNER ET PERDRE DES POINTS...

Une seule fagon de gagner des points :

UN ARGUMENT = UN POINT

Par exemple, il faut veiller a :
— justifier les étapes de calculs,
— justifier la dérivabilité d’une fonction,
— justifier les manipulations sur les inégalités,
— vérifier les hypotheses de tout théoreme utilisé,

— citer les théoréemes utilisés,

— annoncer le type de raisonnement utilisé (par récurrence, par I'absurde, par équivalences, par double-

implication...).

En revanche, les motifs de perte de points sont nombreux et les voici :

confusion d’objets / de vocabulaire

-1 par occurrence

mauvais emploi / absence de symboles mathématiques

-1 par occurrence

récurrence mal rédigée

jusqu’a -2 par occurrence

non sens

jusqu’a -2 par occurrence

absence ou erreur de numérotation des questions

-1 par occurrence

résultats non soulignés / encadrés

jusqu’a -3 sur la copie

présentation / erreur de pagination

jusqu’a -3 sur la copie

écriture insuffisamment soignée

jusqu’a -5 sur la copie




Rappel 1. Résoudre dans R 'inéquation

r—1<]z+1]

Rappel 2. Soit n € Z. Résoudre dans R ’équation
[2%] =n

d’inconnue z.
Probléme : Séquence dans le jeu de Pile ou Face

On effectue une succession de lancers indépendants d’une piece qui donne Pile avec la probabilité p € (0, 1],
Face avec la probabilité ¢ = 1 — p. On s’intéresse, dans cette partie, aux séquences (ou séries) de lancers
consécutifs qui donnent le méme coté.

On dit que la premiere série (ou séquence) est de longueur n si les n premiers lancers ont amené le méme coté
de la piece et le (n + 1)-iéme l'autre coté. La deuxieme série commence au lancer suivant la fin de la premiere
série et se termine (si elle se termine) au lancer précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes.

On notera Py I’événement < le k-ieme lancer a donné Pile ». On note Ly la longueur de la k-iéme série (et
on convient que Ly = 0 s’il n’y a pas de k-iéme série et que Ly = 400 si la série est infinie).

Par exemple, si le début d’une partie conduit a :
w = Pile, Pile, Pile, Face, Face, Face, Face, Pile, Face, Face, Pile, Face, ...

on voit que Li(w) =3, La(w) =4 et L3(w) = 1.

On suppose dans la question 1 que l'on effectue un nombre N > 1 fixé de lancers. Dans ce cas, si les N
premiers lancers sont identiques, alors L1 = N et Ly = 0 (ainsi que les suivants)

1. Etude de Ly

(a) Calculer, pour k € [1, N], P(Ly = k).
N

(b) Vérifier que Z P(Ly=k)=1.
k=1

(¢) Montrer que

> kP(Ly = k) 7 +

N
_ p? + g2 - (pN+1 qN+1>
q p

On suppose désormais que 1’on effectue un nombre infini de lancers.
2. Montrer que P(L; = k) = p*q + ¢"p pour k € N. En déduire klim P(L; =k).
—r 00

3. Ecrire une fonction Python Somme (n) calculant Y P(L; = k).
k=1

N
4. Calculer lim > P(L; = k).

N*)ookzl

N
5. Calculer lim > kP(L; =k).

N—)Ockzl
EM Lyon 2016 : Etude d’une fonction définie par la somme d’une série

On s’intéresse dans cette partie, pour tout x € R, a la suite :

n (_1)k+1

k=1
1. Ecrire une fonction Python Suite(n,x) qui renvoie S, (x) pour n,x donnés par 'utilisateur.
2. Justifier que, pour tout z € R, la suite (S, (z)) diverge.
3. Soit z € RT*,

(a) Montrer que les suites (S2p())pen+ et (S2p—1(x))pen+ sont adjacentes, puis en déduire qu’elles
convergent vers une méme limite notée S(x).



(b) En déduire :
Ve > 0, Ing € N*, Vn > ng, |Sp(z) — S(z)| <e.

(c) Justifier alors que la suite (S, (z)) converge et que 'on a :
S(x) = nh_}nlooSn(m).

(d) Justifier :
Vp S N*, Sgp(iE) < S(.’L’) < SQI)_H(JC) < Szp_l(CC).
(e) En déduire :
1
vn e N* |S(x) =Sy < —.
On pourra séparer les cas n pair et n impair.
(f) En déduire une fonction en PYTHON qui, étant donnés deux réels z > 0 et € > 0, renvoie une valeur
approchée de S(z) & e pres.
4. Soient x € R™ et p € N*. Montrer :

k=1 k=1
puis :
2p P
1 1 1
Sp(@) = - mT Dt
k=1 k=1
5. On pose, pour tout n € N* :
2n (71)]{:4»1
Un = T
k=1
(a) Soit n € N*. Montrer, en utilisant la question 3, que :
2n n
1 1 1
Un = e Dy
k=n+1 koo k=1 1+2

(b) En déduire la convergence de la suite (vy,)pens-

6. On admet que :
. "1 72
DI

Déterminer la valeur de S(2).

EDHEC 2016

On considere la fonction f définie sur R par :

—x

Ve eRY, f(x)=

sl
On considere également la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et par la relation
Un+1 = f(un)a
valable pour tout entier naturel n.
1. Dresser le tableau de variation de f, limites comprises.

2. Vérifier que chaque terme de la suite (uy,)nen est parfaitement défini et strictement positif.

3. Les scripts suivants renvoient, pour celui de gauche, la valeur 5, et pour celui de droite, la valeur 6. Que
sait-on de us et ug ? Quelle conjecture peut-on émettre sur le comportement de la suite (up)nen ?

Code Python 1 : Code Python 2 :
u=1 u=1
n=20 n=20
while u > 0.00001: while u < 100000:
u = math.exp(-u) / u u = math.exp(-u) / u
n+=1 n+=1
print(n) print(n)



4. (a) Etudier les variations de la fonction g définie sur R* par :

(b) En déduire que 'équation f(z) = x, d’inconnue z, possede une seule solution, que ’on notera «a, sur
R%.
(c) Montrer que :

1
- <a<l.
e

5. (a) Etablir les deux inégalités : up > ug et ug < u;.
(b) En déduire les variations des suites (u2,)nen €t (U2n+1)neN-

6. On pose :

=

a

(a) Déterminer h(x) pour tout réel x strictement positif et vérifier que h est continue en 0.
(b) Résoudre I'équation h(x) = x, d’inconnue x élément de R .
)

)

(¢) En déduire la limite de la suite (ugp+1)nen-
(d) Montrer par Pabsurde que la suite (us,)nen diverge puis donner :

lim  wug,,.
n—-+4oo

Exo D. (d’apres ESCP)

Pour t € R, on pose

—t t 1-2¢
1. Votre succes en dépend ! Pour (s,t) € R?, montrer que A(s)A(t) = A(u) avec un nombre réel u dont
on déterminera une expression en fonction de s et t.

2. On s’intéresse aux matrices inversibles de ’ensemble

M= {A(t) : t e R}.

1
(a) La matrice Q) = A<2) est-elle inversible ? (Justifier soigneusement.)

(b) Montrer que la matrice I3 appartient a M.

1
(¢) Pour t # 2’ montrer que la matrice A(¢) est inversible, donner son inverse et vérifier qu’il appartient
a M.

3. Déterminer les matrices S de M solutions de 1’équation

#-a(3)

4. On rappelle que J° = I3 par convention et I’on pose J = A(—1).
(a) Montrer qu’il existe une unique suite (¢, )nen de nombres réels telle que

A(t,) =J" (neN).

(b) Déterminer une relation de récurrence entre t,,11 et t,, pour n € N.
(¢) Pour n € N, déterminer la matrice J" en la représentant avec ses coefficients.
(d) Compléter le programme suivant qui calcule J" :

def Calcul_Jn(n):
J = np.array([...])
B = np.eye(.)
for k in range(n):
.=np.dot(.,.)
return B



