Ecricome 2011

Le sujet a été légérement retravaillé pour étre légérement simplifié. Soit n un entier naturel non nul, on
considére E = R, [X] 'espace vectoriel sur R des polynomes de degré inférieur ou égal & n.

Pour tout entier naturel j, on note PY) la dérivée j-ieme de P.

On définit la famille de polynémes (Px)o<k<n par :

X(X — k)Ft
k!

1.(a) Prover que la famille (P, P1, ..., P,) est une base de E.

1.(b) Montrer que pour tout entier k appartenant a {1,...,n},

Py(X)=1 et Py(X)= pour ke {l,...,n}

PU(X +1) =P, 1(X).
Démontrer ensuite que P,gj)(X) = P_;(X —j).
1..(c) Soit j € {0,...,n}. Démontrer que Pj(j)(j) = 1. Puis, démontrer que, pour k € {j + 1,...,n}, P(J (5) =0.
Enfin, démontrer que, pour k € {1,...,5 — 1}, P,Ej)(j) =0
1.(d) Soit P € E. Justifier 'existence d'un (n + 1)-uplet (ag, as, .. .,a,) € R tel que
P = aopo +CL1P1 —+ . +anPn
Puis établir que ‘
Vi€ {0,1,...,n}, PY(5) = a;.
Ainsi on a établi la relation :

VPeE,P=>Y P¥(k)P.
k=0

2.(a) On définit lapplication
w:E—E,  P(X)— P(X+1)

Démontrer que u est linéaire, c’est a dire que :
VA ER,VP,Q € E,u(AP + Q) = Mu(P) + u(Q)
2.(b) Soit k € {0, ...,n}. Exprimer le polynéme u(Py) dans la base (P, ..., Pp).

On définit sur E x E lapplication (-,-) par :
Y(P,Q) € E x E,(P,Q) = ZP(k) k)QWM (k).

3.(a) Montrer que I’application (-,-) est symétrique, c’est-a-dire :
vP’ Q 6 E’ <P7 Q> = <Q’ P>.

3.(b) Montrer que application (-,-) est bilinéaire, c’est-a-dire :
(i) VP,Q, R € E, et pour tout scalaire a € R, montrer que :

(P+Q,R)=(P,R)+(Q,R),
(ii) VP, Q € E, et pour tout scalaire @ € R, montrer que :
(aP, Q) = a(P,Q),

3.(c) Démontrer que :
VPeE, (P,P)>0

3.(d) Démontrer que :
VPeE, (P,P)=0<«= P=0.
3.(e) Démontrer que :
1 siiei
Vi€ {0,...n},Vj € {0,..on}, (P, Fj) = { mrd
0 sii#j



Exercice 2

Considérons les matrices suivantes :

-1 3 3 1 0 1
A=|(2 -1 -2, P=|-1 1 0
-2 3 4 1 -1 1

Soit n € N.

1. Montrer que P est inversible et déterminer son inverse P~1. Vérifier la réponse sur votre brouillon.

2. Montrer que la matrice D = P~' AP est une matrice diagonale.

3. Déterminer la matrice D™.

4. Exprimer A en fonction de D, P et P71,

5. Démontrer une relation entre A™ en fonction de D, P, P! et n.

6. Ecrire la matrice A sous la forme d’une matrice de Ms; (R) en fonction de n.
7. Ecrire un programme Python appelé Puissance Matrix_A(n) qui calcule A™.

Exercice 3

On considere la suite (uy)nen définie par :

ug =0, VneN*", wu,=+vn2+u,_1.

Calculer uq et us.

Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, est bien défini et u,, > 0.
Montrer que : Vn € N, u,, > n. En déduire lim,,_, o u,.

Montrer par récurrence que, pour tout n € Ny u,, < n+ 1.

A T'aide d’un encadrement, justifier que lim,,, y 4= = 1.

Montrer que : Vn € N*, wu, —n = ﬁ En déduire lim,, s 1 oo (uy, — n).

NS e ® N

Ecrire un programme Python appelé suite_u(n) qui prend un entrée n en entier et renvoie u,,.

Probléeme (Ecricome 2018 ECE)

Soit m un entier naturel non nul.

Dans une féte foraine, un stand propose le jeu suivant : le joueur lance n fois une piéce truquée et compte le
nombre de Pile obtenus. Si ce nombre est pair, le joueur est déclaré vainqueur, et s’il est impair, il est déclaré
perdant.

Si le joueur est déclaré vainqueur, il gagne 10 euros pour chaque Pile obtenu, mais s’il a perdu, il doit payer
10 euros pour chaque Pile obtenu. En particulier, s’il n’obtient aucun Pile, il est déclaré vainqueur, mais ne
remporte rien.

La piéce est truquée, et & chaque lancer, la probabilité d’obtenir Pile est égale a p (p €]0, 1]), et celle d’obtenir
Face est de 1 — p.

On admet que cette expérience peut-étre modélisée par un espace probabilisé fini (Q, P(Q2),P) que l'on ne
cherchera pas a expliciter.

On notera :

— X la variable aléatoire égale au nombre de Pile obtenus
— G la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

Enfin, on notera A I'événement : < le joueur est déclaré vainqueur > et on dira que le jeu est favorable au joueur
si 'espérance mathématique de la variable aléatoire G est positive.



Partie 0
1. On suppose que la bibliotheque numpy.random a été importée via l'instruction
import numpy.random as rd.

On rappelle que :
— n%2 donne le reste de la division euclidienne d’un entier n par 2. Ainsi : n est pair est équivalent &
n%2 = 0.
— rd.binomial(n,p) retourne une simulation d’une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de
parametres n et p.
Ecrire une fonction en Python, nommée G_sim, qui prend un entier n et un réel p €]0, 1] en arguments et
qui retourne une simulation de la variable aléatoire G.

Partie 1
2
Dans cette partie, on suppose que n =3 et p = 3
13
2. Reconnaitre la loi de X et vérifier que : P(A4) = T2

3. Montrer que : G(2) = {—30,—10,0, 20}, puis expliciter la loi de G.

4. Montrer que E(G) = —%. Le jeu est-il favorable au joueur 7

Partie 11

Dans cette partie, on revient au cas général, ou n est entier naturel non nul et p €]0, 1[.

Celui qui tient le stand souhaite rendre le jeu plus attractif en affichant < A ce jeu, il y a plus de gagnants
que de perdants! >, et cherche donc les conditions nécessaires sur p et n pour que son affichage ne soit pas
mensonger.

Soit Y la variable aléatoire définie par : Y = (—1)%. Autrement dit, Y prend la valeur 1 lorsque X prend
une valeur paire, et Y prend la valeur —1 lorsque X prend une valeur impaire.

Y +1
5. a. On note Z = T+ Déterminer Y (2), puis montrer que Z suit une loi de Bernoulli de parameétre

P(A).
b. Montrer que E(Y) = 2P(A) — 1.
6. Rappeler la loi de X et montrer alors que E(Y) = (1 — 2p)™.
7. En déduire la valeur de P(A) en fonction de n et p.

1 1
8. Démontrer que : P(A4) > 3 — (p < 3 OU <« n est pair >>).

Partie I11

Le concepteur du jeu souhaite cependant vérifier que, tout en laissant son jeu attractif, c’est a dire en faisant
en sorte que P(A) > %, son activité soit rentable pour lui, autrement dit que le jeu soit défavorable au joueur
(c’est a dire que E(G) < 0).

9. a. Exprimer G en fonction de X et Y.

b. Montrer que E(G) =103 ,_,(—1)* kP(X = k) puis que E(G) = —10np(1 — 2p)"~1.
10. Démontrer que :

N =

1
2 = p <
0
. . o 1
11.  a. Dresser le tableau de variation de la fonction f définie sur |0, 3 par :

Vr € }07 % { f(z) = z(1 —22)" L.

b. Pour une valeur de n fixée, comment le concepteur du jeu doit-il truquer sa piece — c’est a dire quelle

1
valeur doit-il donner & p € }O, 3 [ — pour optimiser la rentabilité de son activité ?



Corrigé Ecricome 2011

1.(a) Pour tout k € {0,...,n}, Py est un polynéme non nul de degré k. La famille (Py, P, ..., P,) est donc
une famille de polynémes non nuls de degrés échelonnés, donc libre. Elle possede n + 1 éléments, et
dim(E) = n + 1, donc c’est une base de E.

1.(b) On montre d’abord la relation demandée.

Cas k=1.On a P;(X) = X, donc P{(X) =1, et ainsi
P(X+1)=1=Py(X)=P_1(X).

Cas ke€{2,...,n}.Ona
1

Py(X) A

X(X — k)1,
Donc
_ 1

(X - k)4 lX(k —1)(X — k)2,

PL(X) .

En factorisant,
Pl(X) = %(X B ((X -k + (k- 1)X) = %(X — k)2 (kX — k).

Ainsi
Py(X) =

En évaluant en X +1 :

Pl(X+1)= X(X+1-k)r2=

(k=11
Finalement, pour tout k € {1,...,n},
PU(X +1)=P,_1(X).
On démontre ensuite (utile pour la ¢) et la 3.e)) la formule plus générale :
Vke{0,....n}, Vje{0,....,k},  PY(X)=P_;(X ).

Récurrence sur j. Pour j = 0, c’est P,EO) (X) = Pp(X) = Py_o(X — 0). Supposons la propriété vraie &
lPordre j < k—1: '

P (X) = P j(X — ).
En dérivant,

j+1 / .

P00 = (P 06 ).
Or, comme k — j > 1, on applique la relation précédente a I'indice k — j :
(Pk_j)/(Y +1)=P_j1(Y) avecY =X —(j+1),
d’ot )
(Pe-j) (X = j) = Po—j1(X = (j +1)).

Ainsi G
. ,
PUT(X) = P4y (X = (+ 1)),

ce qui acheve la récurrence.

Remarque. deg(Py) = k, donc si j > k + 1 alors P,Ej) =0.
1.(c) En évaluant la formule précédente en X = j (avec 0 < j < k) :

P (j) = Pij(0).
Or Py(0) =1 et, pour tout m > 1, P,,(X) a un facteur X, donc P,,,(0) = 0. Ainsi, pour 0 < j <n:

Pj(j)(j) =1, et si k€ {0,...,n}, k> j, alors P,gj)(j) =0.

Enfin, si k < j, alors puisque Py est de degré k, on a que P,gj) = 0. On retrouve que P,Ej)(j). Ainsi,

1 sik=y,
0 sik#j.

Vi€ {0,...,n}, Vke{0,...,n},  PY() :{




1.(d) Soit P € E. Comme (Py,...,P,) est une base de F, il existe un unique (n + 1)-uplet (ao, ...,

tel que
P= Z akPk.
k=0

Fixons j € {0,...,n}. En dérivant j fois :

n n
PO =3 PP =3 Y
k=j

k=0

En évaluant en X = j et en utilisant la question 1.(c) :
PU(j Z a, PY(j

Donc, pour tout P € F,

2.(a) On définit v : E — E par u(P) = P'(X +1).
Soit A€ Ret P,QQ € E. Alors

a,) € R*HL

AP +Q)=(A\P+Q) (X +1)= (AP + Q)X +1) = AP/(X +1) + Q' (X + 1) = Mu(P) + u(Q).

Donc u est linéaire.

2.(b) On calcule 'image des vecteurs de base. Par la question 1.b) :

wWPy) =P)(X +1)=0, Vke{l,....n}, u(P)=PLX+1)=P1(X).

Ainsi, dans la base (P, ..., P,) :

’UJ(P)()):O7 u(Pl):PO, U(PQ):P17 ey U(PTL):PTL—l'
3. (Application bilinéaire (-,-) — sans vocabulaire de produit scalaire)
On définit (-,-) sur E x E par
= PO E) QW (k).
k=0
3.(a) Symétrie. Pour tout P,Q € F,
(P,Q)=>_ PW(k) Q™ (k ZQ(’“) (k) = (@, P).

3.(b) Bilinéarité. Soient P,Q, R € E et A € R. Comme la dérivation et I’évaluation sont linéaires :

(P+Q.R)=> (P+ Q)™ (k) R™ (k Z PO RM (k) + >+ QW (k) R® (k) = (P, R
k=0

k=0
et N
AP,Q) =Y (AP) B (k) Q™) ( AZP(’“) k) Q™ (k) = AP, Q).
k=0

3.(c) Positivité. Pour tout P € E, puisqu’une somme de réels au carré est positive,

i p(k)
k=0

+(Q, R),



3.(d) Caractere défini positif. Si (P, P) =0, alors 3_,_,(P*)(k))? = 0, donc
vk € {0,...,n}, P®(k)=0.

Par la formule de décomposition obtenue en 1.(d) :

n

P= zn:P(k)(k)Pk => 0-P,=0.
k=0

Donc (P, P) = 0= P = 0. La réciproque est évidente.
3.(e) Valeurs (\P;, P;). D’apres 1.(c), pour tout ¢,j € {0,...,n} et tout k € {0,...,n},

X 1 sik=i, . 1 sik=j
PR =3 " PP =g
0 sik#i, 0 sik#j.

Ainsi
PP Z p®) (1) pk) p(k) L sii=j,
< J> prt ( ) J ( ) ( ) {O si g j.



Corrigé Exercice 2

1. Montrer que P est inversible et déterminer P! (pivot de Gauss).
On calcule I'inverse par réduction de la matrice augmentée :

1 0 1]1 0 0
(P|Is)=| -1 1 0|0 1 0
1 -1 1[0 0 1

Opérations élémentaires (sur les lignes) :
Lo« Lo+ Ly, L3« Ls— Ly,

d’ou

O O =
=)
O = =
— =
o = O
_— o O

Puis

Ly« Ls+ Ly =

o O
o~ o
==
O = =
— = O
—_ o O

On élimine ensuite au-dessus du pivot de la colonne 3 :
Ly + Ly — Ls, Ly < Ly — Lg,

ce qui donne

10 0|1 -1 -1
01 0[1 0 -1 |=(L]|PT").
0 0 1(0 1 1
Ainsi,
1 -1 -1
Pt=(1 0 -1
0 1 1
2. Montrer que D = P! AP est diagonale.
On calcule :
-1 0 0
D=pP'AP=0 1 0],
0o 0 2
donc D est bien diagonale.
3. Déterminer D™.
Comme D = diag(—1,1,2), on a pour tout n € N :
(=)™ 0 0
D" = diag((—l)", 1, 2") = 0 1 0
0 0o 27
4. Exprimer A puis A" en fonction de D, P, P~!.
De D = P~ AP on déduit
A=PDP .

5. Comme A = PDP~!, par récurrence A ECRIRE DANS VOTRE COPIE,
A" = (PDP YY" = pD"P~ 1.

6. Ecrire A" explicitement en fonction de n.
On part de A = PD"P~! avec
(="
D" = 0
0

oo
X
oo

Apres multiplication, on obtient :
(71)71 (71)n+1 4 9o (71)n+1 4 9on
At = [ (=) 41 (=" (=" -1
(-D)" =1 (=1rFt42n (=)t 42n 4



7. Question Python (NumPy)

: écrire Puissance Matrix_A(n) qui calcule A".

import numpy as np

def Puissance_Matrix_A(n):

A = np.array([[-1,
[2; _1)
[-2, 3,

3, 31,

_2] >

411)

return np.linalg.matrix_power (A, n)



Corrigé Exercice 3

On considere la suite (uy,)nen définie par

ug = 0, Vn € N*, un:\/m.
1. Calculer u; et us.
w=vV124+ug=vVi=1, ur=v22+u =vi+1=5.
2. Montrer par récurrence que u, est bien défini et u,, > 0.
Posons P(n) : < wu, est bien défini et u,, > 0 >.

— Initialisation : ug = 0 est bien défini et ug > 0.
— Hérédité : supposons u, bien défini et u, > 0. Alors n? + u,, > 0, donc \/(n + 1)2 + u,, a un sens et
est > 0. Ainsi u,41 est bien défini et u, 1 > 0.

Conclusion : Vn € N, u,, est bien défini et u,, > 0.

3. Montrer que Vn € N, u,, > n. En déduire limu,,.

Pour n > 1, comme u,_1 > 0,
Uy = /N2 + Up_1 > VN2 =n.

Et up =0 >0, donc Vn € N, u,, > n. Comme n — +o00, par théoréme de comparaison, u,, — +00.

4. Montrer par récurrence que Vn € N, u,, <n+ 1.
Posons Q(n) : < up, <n+1 .
— Initialisation : up = 0 < 1.

— Hérédité : supposons u, < n+1 et u, > 0. Alors

m+1)?<(n+1)*+u, <(n+1)*+n+1)=n+1)(n+2)<(n+2)>%

En prenant la racine (fonction croissante sur R ),

n+1<+y/(n+1)2+u, =up1 <n+2.

Donc upy1 < (n+1)+ 1.
Conclusion : Vn € N, u, <n + 1.

U
5. Justifier que lim — =1.
n—+oo N
Pourn>1,onan <u, <n+1, donc
Up, 1
1< 2<14-
n n
PR . Un
Par théoréeme d’encadrement, lim — =1.
n—+oo N
Unp—1

6. Montrer que Vn > 1, u, —n = et en déduire lim(u,, —n).
Un + 1

Pourn>1":

Uvn—nzx/n2+un_1—n:("n2+u”*1_n)( n2+u”*1+n) Un—1

n2 + Up_1 +n Up + 7
Alors
" —m— Un—1 _ 1;”:11 n771
" Up + 1 1
Or, d’aprés la question 5, %= — 1 et aussi “~*=- — 1, et =1 — 1. Donc
1-1 1
m (e =n) =775 = 5.

7. Question Python

import numpy as np

def suite_u(n: int) -> float:
u =20
for k in range(l, n + 1):
u = np.sqrt(k*xk + u)
return u



Corrigé Ecricome 2018

Partie I

Dans cette partie, on suppose que n =3 et p = 3

2. La variable aléatoire X compte le nombre de Piles obtenus en n lancers identiques et indépendants : X
suit donc la loi binomiale de parametres (n,p).

2
Pour n =3 et p = —, "événement A s’écrit donc : A = [X = 0] U [X = 2], donc par union disjointe :

pay=rix =0 rer=2= (3 () () (B) (2) (3) =1xix prox g2

3. Au vu des régles du jeu, les correspondances entre les valeurs de X et celle de G sont les suivantes :
[X =0 =[G =0], [X =1] =[G = -10], [X =2] =[G = 20], (X =3] =[G =-30]

et comme ce sont les seules valeurs possibles : G(2) = {—30,—10, 0,20}, et la loi de G est donnée par :

rom-mea-() () -5 no=monr-n-() () () 52

P(G:O):P(X:O):%; P(G:QO):P(X:Q):%.

En résumé, la loi de G est donnée par le tableau :

k —30 [ —10] 0 |20

8 2 [ I [4

PG = — | 2 |=|z
@@=k ]3| 3 133

4. La variable aléatoire G est finie, donc admet une espérance qui vaut :

E(G) = =30 P(G = —30) —10- P(G = —10)+0- P(G = 0)+20- P(G = 20) = —%—%JFOJF% = —%0.

L’espérance de gain du joueur est négative, donc le jeu ne lui est pas du tout favorable!

Partie 11

Dans cette partie, on revient au cas général, ott n est un entier naturel non nul et p €]0, 1. Soit Y la variable
aléatoire définie par :
Y = (-1)%
Autrement dit, Y prend la valeur 1 lorsque X prend une valeur paire, et Y prend la valeur —1 lorsque X prend
une valeur impaire.

Y +1 — 1
5. (a) On note Z = i Comme Y prend les valeurs —1 et 1, alors Z prend les valeurs =0 et
141
% =1, c’est-a-dire que Z est une variable de Bernoulli, dont la loi est donnée par :

P(Y =0) = P(Z = —1) = P(“X prend une valeur impaire”) = P(A)
et P(Y =1)=P(Z =1) = P(“X prend une valeur paire”) = P(A)

(b) La variable aléatoire Y est finie, et son espérance vaut :
EY)=-1-P(Y=-1)+1-P(Y =1)=-P(A)+ P(A) =2P(A) — 1.

6. a) Selon le méme argument que dans la partie I, X suit la loi binomiale de parametres (n, p) :

X(Q)=[0,n] et Vke[0,n], P(X=k) = (Z)pk(l —p)"k,

10



b) La relation Y = (—1)* permet de donner une expression de I'espérance E(Y') issue du théoréme de
transfert :

B0 = B(-1)%) = ¥ (0P =)= Y0k - o,
z€X () k=0

La somme précédente s’écrit aussi :

" /n
> (k) (—p) A =p)" " =(—p+1-p)" = (1-2p)"
k=0

d’apres la formule du binéme de Newton.

7. En identifiant les deux expressions obtenues pour E(Y'), on en déduit :

L+(1-2p)"

2P(A) — 1= (1—2p)" <= P(A) = >

8. On résout I'inéquation :

1 1+1-=2p)™ _ 1
P(A)2§ #25<:)1+(1—2p)"21(:>(1—2p)"20.
La puissance (1 —2p)™ est bien positive si et seulement s’il s’agit d’une puissance paire, ou alors 1 —2p >
1
O<—=p< 7

Partie I11
et E(G) < 0.

l\D\»—t

On cherche & savoir s’il est possible d’avoir & la fois P(A) >

9. a) La variable aléatoire G est égale & 10XY = 10(—1)* X : le nombre de Piles obtenus est multiplié par
10, le signe est bien donné par la valeur de Y = (— 1)X qui dépend de la parité de X.

b) Le théoreme de transfert donne bien :
E(G) =10E((-1)*X) =10> (-1)"kP(X = k).

On redémontre ici la formule du lemme du pion (on pourrait 1'utiliser directement); pour tout entier
kell,n]:

n\ n! B n! B (n—1)! _ (n-1
k(k) = =R T ek e Dl =R _”(k_1)'

De la relation précédente, on déduit :

n

k=0 k=1
-1
= 10n ) (=p) A = p) T = —10n ( ) ) (1 —p)" 1
= ;(])< P ) pz Y -p)
E(G) = —10np(—p+1—p)" ' = —10np(1 — 2p)" .
1 1
10. On sait déja que P(A) < 3 si et seulement si p < 3 ou n est pair, donc :
p(A)>} p<10 n est pair p<1 n est pair
=2 = 2 = =9 ou -
E(G) <0 Onp(1 — 2p)"~1 <0 (1—2p)" 1 >0 (1=2p)" >0
1 n est pair 1
<~ p< - ou . . = p< -
2 1—2p >0 carn—1 est alors impair 2

11



1
11. a) La fonction f: z — x(1 —2z)"~! est dérivable sur [O, 2} comme fonction polynomiale, avec :

Vo € [0, } , fla)=0-22)" 42 (n—-1)-(-2)-1—-22)"?=(1—-22—2x(n—1))- (1 —2z)"2

=(1-2nx)-(1—22)""2

1
Sur {0, 2], 1 —2z >0, donc le signe de f’(z) est celui de 1 — 2nz, et :

1
l1-2nr>0<—=—2nr<l<=—= o< —

2n’
d’out le tableau de variations de f :
0 1 1
o o | 2
flo) | + 1 0] —
f 10/ N0
b) Pour une valeur de n fixée, en remarquant que : F(G) = —10n - f(p), les variations de f permettent

1 1
de trouver une valeur maximale atteinte en py = o de sorte que pour tout p € |0, ik
n

1

< ! 12”*1<11 " E(G)=-10 12”*1>511%1
f(p)_f<2n><:>p(p) _%(n> > E(G) = —10np(1 —2p) _n<n> :

L’espérance de gain du joueur est minimale, et donc la rentabilité de I'activité du forain est maximale

lorsque p = o
n

12



