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Exercice 3 EDHEC 2020 Math Approfondie

Dans tout l’exercice, on désigne par E un R-espace vectoriel de dimension n (n > 2), on note Id ’'endomor-
phisme identité de E et # ’endomorphisme nul de E. Pour tout endomorphisme f de E, on appelle trace de f,
le réel, noté Tr(f), égal & la trace de n’importe quelle des matrices représentant f. On admet que Papplication
trace, ainsi définie, est une forme linéaire sur L(E).

Partie 1 : préliminaires

1) On considére un projecteur p de E, c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que pop = p.
a) Montrer que E = Ker(p) @ Im(p)
b) Etablir que Im(p) = Ker(Id — p)

¢) Soit By = (eq, ..., ex) une base de Ker(p) et By = (f1, ..., fm) une base de Ker(Id — p), démontrer que
B = (e1, .., €k, f1,.-s fm) €st une base de E

d) Ecrire la matrice de p dans la base B. En déduire que tr(p) = rg(p).

2) Moutrer par récurrence sur k (k € N*) que, si E, ..., Ex sont des sous-espaces vectoriels de F, alors on
a I'inégalité :
dim(Ey + - -+ Ey) < dim(Ey) + - - - + dim(Ey)

Partie 2 : condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme de projecteurs soit un pro-
jecteur
Soit un entier naturel k supérieur ou égal a 2. On considere des projecteurs de E, notés py,pa, ..., pk, €t on
pose qi = p1 +p2 + -+ Pk.
3) Montrer que si, pour tout couple (i,7) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6, alors g est un projecteur.
On suppose dans toute la suite que g est un projecteur et on souhaite montrer que, pour tout couple (i, j)
de [[1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6.
4) a) Montrer que Im(gy) est inclus dans Im(pq) + - - - + Im(py).
b) Etablir, grace aux résultats de la partie 1, que rg(qy) = dim(Im(py) + - - - + Im(py)), puis en déduire
que Im(g;) =Im(py) + - - - + Im(pg)-
¢) Etablir finalement 1’égalité :
Im(gx) = Im(p1) & - - © Im(py)

5) a) Montrer que, pour tout j de [1, k], on a I'égalité g; o p; = p;.
k
b) En déduire que, pour tout j de [1,k], on a : Va € E, Zpl (pj(z)) =0.
I=1
1]
c¢) Montrer alors que, pour tout couple (i, j) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 6.
6) Conclure quant & l'objectif de cette partie.

Exercice 1 EDHEC 2020 Math appliqué

On note !B la transposée d’une matrice B et on rappelle que la transposition est une application linéaire.
On dit quune matrice M de M, (R) est antisymétrique lorsqu’elle vérifie 'M = —M et on note A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques.

1. Montrer que A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).

On considére une matrice A fixée de M, (R) et 'application f, qui & toute matrice M de A, (R), associe :
f(M)=("AM+MA

2. (a) Soit M une matrice de A, (R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.
(b) En déduire que f est un endomorphisme de A, (R).

0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n =3 et on choisit A= (0 —1 0
0 0 O



3. On considere les trois matrices

0 1 0 0 01 0 0 O
J=1-1 0 0], K={(0 00 et L=({0 0 1
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0

(a) Montrer que la famille B = (J, K, L) est une famille génératrice de Az(R).

(b) Montrer que B est une famille libre et en déduire la dimension de A3(R).
4. (a) Calculer f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de J et L seulement.
Les calculs devront figurer sur la copie.
En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de B.
Déterminer la dimension de Ker(f) puis en donner une base.
Ecrire la matrice F' de f dans la base B. On vérifiera que ses coeflicients sont tous dans {—1;0}.
On note Id ’endomorphisme identité de Az(R). Déterminer le rang de f + Id.

Exercice 1 EDHEC 2019 appliqué

On consideére les matrices
0 1 1 1 00
A=1-2 3 2 et I=({0 1 0
1 -1 0 0 0 1
On note f I'endomorphisme de R? dont A est la matrice relativement & la base canonique B = (e, €2, €3)
de R3 et Id 'endomorphisme identité de R3 dont la matrice est I.
1. (a) Déterminer (A — I)2.
(b) En déduire que A est inversible et écrire A~! comme combinaison linéaire de I et A.
2. On pose A= N +1.
(a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ comme combinaison linéaire de I et N, puis
I’écrire comme combinaison linéaire de I et A.
(b) Vérifier que l'expression précédente est aussi valable pour n = —1.
3. (a) Soit X un vecteur non nul tel que AX = AX. Utiliser la premiére question pour déterminer la seule
valeur possible de .
. On pose u; = (f —Id)(eq) et us = e; +e3.
(a) Montrer que le rang de f —Id est égal a 1.
(b) Justifier que (u1,uz2) est une base de Ker(f —Id).
5. (a) Montrer que la famille (uy,ug,e1) est une base de R3.
(b) Déterminer la matrice T de f dans cette méme base.

S

6. Soit la matrice
-1 1 1
P=|1-2 00
1 1 0

Justifier I'inversibilité de P. On admettra pour la question 7.b. que A = PTP~!

. On note (El,h 131727 121737 E271, E272, E273, E3,1, Eg,g, E373) la base canonique de M3(R) et on rappelle que,
pour tout (4, ) de [1, 3]?, la matrice E; ; n’a que des coefficients nuls sauf celui situé a intersection de la
i-ieme ligne et de la j-ieme colonne qui vaut 1.

(a) Montrer que ’ensemble E des matrices M qui commutent avec T, c’est-a-dire des matrices vérifiant
Pégalité MT = T M, est le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par la famille

(B11+ Es3,E12,E13,E2,F3).

EN|

Vérifier que la dimension de E est égale a 5.
(b) Soit N une matrice quelconque de Ms(R). Etablir I'équivalence :

NA= AN <= (P"'NP)T =T(P'NP)

8. En déduire que l'ensemble F' des matrices qui commutent avec A est le sous-espace vectoriel de M;5(R)
engendré par la famille

(P(E11 4 Es3)P™', PE\ 2P, PEy 3P, PE,,P™", PEy3P71).



Exercice 1 EDHEC ECS 2015

Pour tout n de N*, on pose

N =

I, = /%O _de
1 etz +1)

Vérifier que I,, est une intégrale convergente.

(a) Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x différent de —1 et 0, on ait :

1 a b

rzx+1) = z+1

(b) En déduire la valeur de I;.

(a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal &4 2, on a :

1
<l <—.
0= ~2(n-1)

b) En déduire I'existence et la valeur de lim I,,.

(b) Jm
(a) Pour tout n de N*, calculer I, + I,,41.

(b) Montrer que la suite (I,)nen+ est décroissante.

(¢) En déduire un équivalent de I,, puis donner la nature de la série de terme général I,,.

o0 d
e [T
1 a(@+1)?

Pour tout n de N, on pose

(a) Montrer que J, est une intégrale convergente.
(b) Calculer Jy.
6. (a) Pour tout k de N*, exprimer Ji + Jx—1 en fonction de Ij.
(b) Déterminer alors, pour tout n de N*, Uexpression de
n
> (D)
k=1
en fonction de J,.
(¢) Montrer que :
1
vneN, n>2 0<J, < ——.
- =T 4(n 1)
Donner la valeur de lim J,.
n—-+00
(d) En déduire que la série de terme général (—1)"~11,, est convergente et donner sa somme.
7. A Daide des questions 4.a) et 6.a), compléter les instructions Python suivantes afin qu’elles permettent le
calcul de I, et J,, pour une valeur de n, supérieure ou égale a 2, entrée par 'utilisateur.
import numpy as np
n = int(input("entrez une valeur de n superieure ou egale a 2 : "))
I = np.log(2)
J 1/2
J = ......
for k in range(2, n + 1):
I = ......
J = ... ...
print ("la valeur de I est :", I)
print ("la valeur de J est :", J)



Corrigé Exercice 3 EDHEC 2020 Math approfondie

1. (a) Soit z un élément de Ker(p) NIm(p).
Il existe t élément de E tel que x = p(t) et p(z) = 0. On en déduit, puisque p est un projecteur, que
p(x) = p(p(t)) = p(t) = = = 0.
On a donc : Ker(p) NIm(p) = {0g}.
Comme dim Ker(p) + dimIm(p) = dim(E) par le théoréeme du rang, on conclut :

E = Ker(p) @ Im(p).

(b) — Soit z élément de Ker(Idg — p). On a alors = p(x), ce qui prouve que x appartient a Im(p).
On a donc
Ker(Idg — p) C Im(p).

— Soit = un élément de Im(p), il existe v élément de E tel que x = p(u).

En appliquant p, on obtient : p(z) = x, ce qui prouve que z appartient a Ker(Idg — p). On a
donc :
Im(p) C Ker(Idg — p).

Par double inclusion :
Im(p) = Ker(Idg — p).

(¢) On adonc E = Ker(p)®Ker(Id—p). Par propriété des sous espaces supplémentaires, la concaténation
d’une base e Ker(p) et d’une base de Ker(Id — p) forme une base de E

(d) Pour : <i < k,onap(e;) =0. Pour 1 <i <m, on a p(f;) = fi. La matrice est donc une matrice
diagonale composée de k zéros et de m uns :

0

Sa trace vaut donc m, qui est égal & son rang (ca se lit sur la matrice, qui a m colonnes libres, et le
reste est nul) On a donc : Tr(p) = Tr(D) = rg(p).

2. On procede par récurrence.
— Pour k =1, on a bien dim(E;) < dim(E).

— Si I'on suppose, pour un entier k fixé supérieur ou égal a 1, que dim(E; + --- + Ey) < dim(E;) +
-+« + dim(FEy), alors, d’apres la formule de Grassmann, on a :

dim(Ey + -+ + Ep + Epy1) = dim(Ey + -+ + Eg) 4+ dim(Epq1) — dim ((By + -+ 4+ Ej) N Egy1)
Par hypothese de récurrence < dim(F7) + -+ dim(Ey) + dim(Ex41)

Partie 2

k
3. Oncalcule:qi:qkoquprﬁ- Z PioDpj.
i=1 1<i#£j<k

Pour i # j, on a p; op; = 0 et on sait que p? = p; donc il reste : ¢; = gy.
On a bien montré que g est un projecteur.
4. (a) Yy € Im(qg), Iz € E, y = qp(x) = p1(x) + p2(z) + - -+ + pr(z). Ceci montre que y appartient &
Im(p1) + - - - + Im(pg), et ainsi : Im(qx) C Im(p1) + - - - + Im(pg)-
(b) — Pour compléter ce qui précede, on a, par linéarité de la trace :

Tr(qx) = Tr(p1) + Tr(p2) + - + Tr(pk).

D’apres la question 1), ceci s’écrit : rg(qx) = rg(p1) +rg(p2)+- - - +rg(pr). En utilisant la question
2), on obtient : rg(gx) > dim (Im(p1) + - - + Im(py)).



— D’apres 4a), la dimension de Im(gx) est inférieure ou égale a celle de Im(py) + - -+ + Im(pi) et
d’apres le point précédent, elle est supérieure & la dimension de Im(py) + - - - + Im(pg) donc ces
deux dimensions sont égales.

Pour résumer, on a
{ Im(qy) C Im(py) + - - + Im(p)
rg(ge) = dim (Im(p1) + - - + Im(py))

ce qui prouve, par inclusion et égalité des dimensions, que : Im(g;) = Im(p1) + - - - + Im(pg).
(¢) Pour finir, I'égalité rg(qx) = rg(p1) + rg(p2) + - - - + rg(pr), obtenue plus haut peut s’écrire

dim (Im(py) + - - - + Im(pg)) = dimIm(py) + - - + dim Im(py).

Ceci prouve que la somme Im(g;) = Im(p;) @ - - - @ Im(pg) est directe
Bilan : Im(gx) = Im(p1) @ - - - @ Im(pg)

5. (a) Comme Im(gx) = Im(p1)®---®Im(pg), alors, pour tout j de [1, k], on a I'inclusion Im(p;) C Im(qy),
donc, pour tout z de E, p;(x) appartient & Im(gy), qui est égal a Ker(g, —Id), et ainsi :

Ve e E, qi(pj(x)) = pj(x).

On a donc : g; o p; = pj.

k
(b) Par définition de ¢x, on a : gz o p; = Zpi op; = p? + Zpi o p;. D’apres la question 6a), on a
i=1 ]
gr o p; = p; donc il reste : Zpi o p; = 0. En appliquant ceci a un vecteur = quelconque de E, on

i#j
obtient :
Vo e E, > pilpj(x) =0.
i#j

(c) L’égalité précédente peut s’écrire :

pi(pj(w)) + -+ pj1(pi () + pi(pj () — pi(p;(x)) +pjr1(pj(x)) + - + pr(pj(x)) =0

vecteur nul

La somme Im(p;) + - - - + Im(py) est directe donc, par unicité de écriture du vecteur nul, on a :
Ve e E, pi(pj(x)) = =pj-1(p;(2)) = pjt1(p;i(2)) = - = pr(p;(x)) = 0.

Ainsi, pour tout couple (i, j) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 0.

6. gi est un projecteur si, et seulement si, pour tout couple (i, ) de [1,k]? tel que i # j, on a p; o p; = 0.



Corrigé Exercice 1 EDHEC 2020 Math appliqué

Exercice 1

1. Montrons que A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R) :

— A, (R) n’est pas un ensemble vide : la matrice carrée nulle d’ordre n, est égale a sa transposée et a
son opposée : t0,, = 0,, = —0,,, donc 0,, € A, (R).
— Soient M et N deux matrices antisymétriques éléments de M, (R), et A € R :

FAM+N) = MM+ N linéarité de la transposée
= —-AM-N puisque M et N appartiennent & A, (R)
—(AM+ N)

donc A\.M + N appartient encore a A, (R).
On a bien montré que A4, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).

2. (a) Soit M une matrice de A, (R) : calculons la transposée de f(M).
((fn) = H(AM + MA)
= Y(*AM) +1(MA) par linéarité de la transposée
= 'M'("A)+TA'M transposée d’un produit : attention a ’ordre des facteurs!

= —-MA-'"AM = —("AM + MA) = —f(M) puisque M € A,(R) et '(*A) = A

On a donc bien prouvé que pour toute matrice M de A, (R), f(M) appartient encore a A, (R).

(b) Montrons que f est une application linéaire ; pour toutes matrices M et N de M, (R), et pour tous
réel \ :

FOM + N) = ANM + N) + (MM + N)A = \.("AM + MA) + (‘AN + NA) = A\.f(M) + .f(N)

Ainsi f est bien linéaire, et au vu du résultat de la question précédente, c’est bien un endomorphisme

de A, (R).
3. On consideére les trois matrices
0 1 0 0 0 1 0 0 0
J=|-1 0 0], K=|10 00 et L=|0 0 1
0 0 O -1 0 0 0 -1 0

(a) Il faut ici revenir a la forme générale connue des matrices antisymétriques d’ordre 3 :

0 a b
M=|—-a 0 c]|,
-b —c O

et en cas de besoin on la retrouve selon le principe d’identification des coefficients :
Pour une matrice

a b c a d g
M=1d e f]|, tM=[b e h
g h i c f i
et :
a=—-a=a=
b=—d
M=-Me—{ "9
e=—e=e=
f=-h
1=—1=1=

On peut donc écrire toute matrice M de A3(R) sous la forme :

0 10 0 01 0 0 O
M=a|-1 0 O)+b[ 0 0 O0]+c |0 0 1])]=aJ+bK+clL
0 00 -1 0 O 0 -1 0

ol a, b, ¢ sont trois réels quelconques, donc B = (J, K, L) est bien une famille génératrice de A3(R).



(b)

Pour vérifier que B est libre, on considere trois réels a, b, c tels que :

0 a b
aJ+bK+clL=03<=|—-a 0 c|]=03<=a=b=c=0
b —c 0

La famille B est donc bien libre, et comme elle engendre A3(R), c’est une base de cet espace et

Par définition les trois images demandées s’obtiennent par calcul matriciel, avec

0 0 0
tA= -1 0
1 0 0
00 0 0 -1 0 0 -1 0
f(Hy=tAJ+JA=(1 0 0o]+[0 0 —-1|=[1 0 -1],
010 0 0 0 0 1
000 00 0 00 0
f(K)="AK+KA=[0 0 0]+|0 0 0 |=(0 0 0],
0 0 1 00 -1 00 0
00 0 00 0 00 0
f(ty=(o o -1|+{0o o o)J=(0 0 -1
00 0 010 01 0

On remarque donc que :
f(J)y=—-J—-L=-1J+0.K—-1.L, f(K)=0.J+0.K+0.L, f(L)=-L=0.J+4+0.K—-1.L
Par propriété du cours, puisque B est une base de A3(R) :

Im(f) = Vect(f(J), f(K), f(L)) = Vect(—J — L,03,—L) = Vect(J + L, L) = Vect(J, L)

On a utilisé ici le fait que la matrice nulle peut toujours étre éliminée d’une famille génératrice, et
qu’en multipliant les éléments de la famille par (—1), puis en soustrayant un des vecteurs a un autre,
la famille ainsi transformée est encore génératrice de Az(R).

On vient de voir que (J, L) est une famille génératrice de Im(f) : c’est aussi une famille libre puisque
c’est une sous-famille de la base B, donc c’est une base de Im(f).

Le théoréme du rang donne alors : dim Ker(f) = dim A3(R) — dimIm(f) =3-2=1
11 suffit done, pour trouver une base de Ker(f), de trouver un vecteur non nulle qui lui appartienne.
Or on vient de voir que f(K) = 03, avec K # 03, donc (K) est une base de Ker(f).

Les calculs faits en 4.a) permettent de donner directement la matrice F' de f dans la base B :

-1 0 O
F=10 0 0
-1 0 1

On note Id 'endomorphisme identité de A3(R) : 'endomorphisme f + Id est représenté dans la base
B par la matrice

0 0 0

F+I3=(0 1 0

-1 0 0

)

et le rang de f 4 Id est celui de la matrice F'+ I3. Ce rang est égal a 2, c’est la dimension de I’espace
engendré par les trois colonnes de F' + I3 : la troisieme est nulle, et les deux premieres sont non
colinéaires.



Corrigé Exercice 1 EDHEC 2019 Math appliqué

0 1 1 1 0 0
On considére les matrices A= | -2 3 2 et I=(0 1 0
1 -1 0 0 0 1

On note f l'endomorphisme de R dont A est la matrice relativement & la base canonique B = (e, ez, €3)
de R3 et Id ’endomorphisme de R3 dont la matrice est I.

-1 1 1
1. (a) A—I=1-2 2 2 |,donc
1 -1 -1
1-2+1 —-1+2-1 —-1+2-1
(A-1)?% = 2442 —244-2 —2+4-2
~14+2-1 1-2+1 1-2+1
00 0
= |0 0 0
00 0

(b) La relation précédente se réécrit :

(A-1?*=0;3 <= A*—-24+1=03
— I[=24- A2
— I=A02I-A)
2 -1 -1
ce qui suffit pour conclure que A est inversible, d’inverse : A~ =2 —A=| 2 -1 -2
-1 1 2
2. On pose A= N + I.

(a) Il est évident que les matrices N et I commutent (NI = IN = N), donc on peut utiliser la formule
du bindéme de Newton pour écrire :

VneN, A" = (N+I)"

n

NS

k=0

00

k=0

Or: N = A—1I donc N? = (A —1I)? = 03 (matrice nulle) d’aprés ce qui a été vu en 1.a). On en
déduit que dans la somme précédente, les termes d’indices k > 2 sont tous nuls, et il reste seulement

les termes pour k=0et k=1 :
n n
N° N?

I+nN

A'I’L

Remarquons que pour utiliser le principe précédemment décrit, il faut a priori avoir pris n > 1, mais
la formule finale A™ = I + n.N est aussi vraie pour n = 0.
On en déduit la formule générale :

VneN, A" = T+n(A-1)
= nA-(n-1).1
(b) Lorsque n = —1, le membre de droite de la relation précédente devient : —A + 21, qui est bien la

valeur de A1,

3. (a) Si AX = \X, alors, puisque (A—1)?(X) = 0, on obtient A2X —24AX+X =0 <= ANX)-2AX+X =
0= (A2-2\+1)X =0. Or, X #0, donc (A —1)2 =0, soit A = 1.

4. On pose uy = (f — Id)(e1) et uz = e1 + es.



(a) Le rang de 'endomorphisme f — Id est égal a celui de sa matrice représentative dans la base B, qui
est A—I. Comme on a dit, ses trois lignes (et ses trois colonnes aussi, en fait) sont proportionnelles
et non nulles, ce qui garantit que : rg(A — 1) =1 =rg(f — Id).

(b) Le théoreme du rang s’applique & endomorphisme f — I'd pour donner :

dimKer(f — Id) + rg(f — Id) = dimR3
— dimKer(f —Id) = 3—-1=2

De plus : (f — Id)(u1) = (f — Id)*(e1) = Ogs puisque (A — I)? = 03, donc u; € Ker(f — Id).
Par ailleurs, d’apres la matrice représentative de f dans la base canonique :

(f = Id)(u2) = flex+e3)—(e1+es)
= —2ey+e3+er+2e—e —e3
== ORS

donc uy = ey + e3 appartient également & Ker(f — Id). La famille (u1,uq) est ainsi constituée de
deux vecteurs non colinéaires de Ker(f — Id) : il s’agit donc d’une famille libre de deux vecteurs d'un
espace dont on sait qu'il est de dimension 2, ce qui suffit pour pouvoir affirmer que (u1,us) est une
base de Ker(f — Id).

5. (a) La famille (u1,us, e1) est une famille de trois vecteurs de 'espace R? qui est de dimension 3 : il suffit
de prouver qu’elle est libre pour que ce soit une base de cet espace vectoriel.

Pour cela, considérons trois réels a, b, ¢ tels que :

—a+b+c = 0
a.uy +baug 4+ cep =0ps < —2a = 0
a+b = 0

11 est évident que ce systéme posséde une unique solution, on obtient successivement : a = 0 (L2),
qui implique b = 0 (L3), et enfin ¢ =0 (L1).
La famille (u1,uz,e;1) est donc bien libre, et c’est une base de R?.

(b) Puisque le vecteur u; appartient a Ker(f — Id), il vérifie : f(u1) — uy = Ops <= f(u1) = uy. De
méme, f(uz) = us.
Il reste & se rappeler que, par définition : u; = (f — Id)(e1) <= f(e1) = u1 + e1, et ainsi : T =

1 0 1
Mat(m,w,h)(f) =0 1 0
0 0 1

-1 1 1
6. La matrice P= | =2 0 0] est en fait celle de la famille (u1,us,e1) écrite dans la base (e1,es,€3) : P
1 1 0

est donc la matrice de passage de la base canonique de R? & la nouvelle base (u1,us,e1).
A ce titre, P est inversible.

7. On appelle (E; j)1<i j<s les neuf matrices élémentaires qui forment la base canonique de M3(R).

10



a b c
(a) On cherche ici toutes les matrices M = | d e f | qui commutent avec T, c’est-a-dire qui vérifient :
g h 1
a b c 1 0 1 1 0 1 a b c
MT=TM +— d e f 01 0J=(0 10 d e f
g h 1 0 01 0 0 1 g h i
a b a+c a+g b+h c+i
— d e d+f|= d e f
g h g+1 g h i
a = a+tg
b = b+h
at+c = c+i
d = d
— e = e par identification des coefficients
d+f = f
9 = 9
h = h
g+t = 1
g =0
h =0
— a = 1 en éliminant les équations toujours vraies
d =0
g = 0

L’ensemble des matrices M qui commutent avec T' est donc :

a b c
E = 0 e f (a,b,c,e, f) €R®
0 0 a

= {a.(ELl + E373) =+ b.ELQ =+ C.E173 + €.E272 + f.E2,3 ’ (CL, b, c, e, f) (S R5}

La famille (Eq 1 + Es3, F1 2, E13, Ea9, F2 3) apparait donc bien comme une famille génératrice de
E; elle est assez clairement libre aussi, en effet :

b
a.(El,l + E373) + b.E172 + C.E173 + €.E272 + f.EQ,g =03 <— [ =03
0

o O
ISH N

< a=b=c=e=f=0.

La famille (E4 1 + Es3 3, E1 2, E1,3, E2 2, E2 3) est donc bien une base de E, qui est donc de dimension
5.
(b) Soit N une matrice quelconque de M3(R); d’apres les relations qui existent entre A, P et T :

NA=AN <= NPTP!'=prTPIN
«— PINPTP'P=P'PTPINP
<~ (P'NP)T=T(P'NP)

8. Le résultat précédent signifie qu'une matrice N commute avec A si et seulement si la matrice M = P~ NP
commute avec T : c’est donc le cas, d’apres 7.a), si et seulement s’il existe 5 réels (a, b, ¢, e, f) tels que :

PilNP = a.(ELl =+ E373) + b.ELQ + C.E173 + 6.E272 + f.E273
<— N=P (a.(ELl + E3,3) + b.El,Q + C.E173 + e.EQ,Q + f.E273) prP!
< N=a.P(Ei1+E33)P ' +b.PE 3P ™' +c.PE 3P +ePEy o P! + f.PEy 3P

On a bien prouvé ce faisant, que ’ensemble F' des matrices qui commutent avec A est le sous-espace vecto-
riel de M3(R) engendré par la famille (P(E1 1 + E33)P~", PE12P™", PE, 3P, PEy,P~', PEy3P 7).
(Et il serait facile de prouver que cette famille est aussi libre, ce qui en fait une base de F', mais ce n’était
pas demandé).
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Corrigé Exercice 1 EDHEC 2015 Math approfondie

Exercice 1
1
(x4 1) s—>4o00 gt

1) La fonction = — est continue sur [1,4o00[ et, on a et comme n + 1 >

a(x +1)
+oo
2 > 1, l'intégrale /
1

o7 converge et, grace au critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions
x

continues et positives, on peut conclure : ‘ I, est une intégrale convergente‘

2) a) On a les équivalences suivantes (valables pour tout = différent de —1 et 0) :

1 a b 1 alx +1) —bx 1 (a—bz+a

x(z+1) ;_x—Fl(:)x(x—Fl) x(z+1) <:>a:(m+1) x(z+1)

Par identification des coefficients au numérateur, on obtient :

a—b=0
a=1
1 1 1

En conclusion, on trouve a =b=1et on a: |Vz € R\ {-1,0}, P = 711

b) Pour tout réel z supérieur ou égal & 1, on a :

/A da /A Ll ) e —n(e+ 1)) —mA—In(A+ 1)+ In2
L ze+1) Sy \& o pyr) T ERETRE P ! e

A
Pour terminer, lim (lnA —In(4A+ 1)) = lim In (A—i—l) = 0 d’on, apres passage a la limite :

A—+oo A—+oo

3) a) Pour tout réel x supérieur ou égal & 1, on a z + 1 > 2 donc, par décroissance de la fonction inverse

1
sur [2,4o0[, on obtient : —— < —. Comme tout est positif, on peut écrire 0 < < —, et en
(2, +o0], 23153 positif, on p < 3153

multipliant par — >0, on a :
x
1 1
< — < —.
“an(z+1) T 227
11 reste & intégrer de 1 & A, avec A > 1 (bornes dans l'ordre croissant) et on trouve :

A 1[4 4 9 1 1 A
og/ 7dm§f/ —dr — og/ - < |
1 z*(xz+1) 2/, zn 1 2 (z+1) 2 [(n—1)an"t],

— 0</A 1 dr < 1 1—L
—Ji z(z+1) T T 2(n—-1) An—1 )7

1
Comme n > 2, on a AETOO T 0 et, apres passage a la limite : |Vn > 2, 0< [, < m
1
b) Comme lim ————— =0, on obtient par encadrement : | lim I, =0
n—-+o0o 2(n — 1) n—-+oo
4) a) Pour tout n de N* I+ 1 /+Oo d +/+(>o d Par linéarité d
a) Pour tout n de on a : I, nil = _ ——— . Par linéarité de
’ T e+ ) et

I'intégration, on obtient :

Has /1 (x”(x +1) + v+ (x + 1)> t /1 2" (z + 1) x /1 P

+oo
On a déja vu que l'intégrale /
1

—] dx était convergente et de plus, on a :
x

“+o00 A A
1 1 -1 1 1 1
/ ——dr = lim dr= lim |—| = lim —(1—-—)=—.
1 antl Astoo [y antl A—too NI |, A—toon An n

1
Finalement : | I, + I,,4+1 = —
n
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b)

+oo d 400 d
PourtoutndeNﬁona:In+1—In:/ Hix_/ T
1 attl(z+1) 1 a(xz+1)

Par linéarité de 'intégration, on obtient :

+oo 1 1 +oo 1—x
Lnsr —In = — dz = —
! / (xn+1<x+1> xn<x+1>) ! / (@ 1)

11—z
Tz +1)
d’une fonction négative donc : I,,41 — I, <0.

Comme z > 1, 0on a <0, et ainsi I,,+1 — I, est 'intégrale, bornes dans ’ordre croissant,

Conclusion : ’La suite (I, )nen+ est décroissante‘

Gréce & la décroissance de la suite (I,,), on a I,, > I,41 d’ou Von tire 21, > I, + I, 11, et comme,

avec la question 4a), on sait que I, + I,,+1 = —, on en déduit : [,, > o
n n

1
D’apreés la question 3b), on sait que I,, < ﬁ et en regroupant ces deux dernieres inégalités, on
n—
trouve :
1 1
— <, <
2n 2(n—1)
n
En multipliant par 2n > 0, on trouve : 1 < 2nl,, < ——. Par encadrement, on a lim 2nl, =1,
n—1 n—+oo
1
ce qui signifie : | [, ~ —
q g n o

. 1 . . . .
La série de terme général — est divergente donc, grace au critere d’équivalence pour les séries a
n

termes positifs, on peut conclure : ‘La série de terme général I, diverge‘

1
x™(xz+1)2 stoo gnt2

1
La fonction # — ————— est continue sur [1,+oo] et, on a et comme

x™(x+1)2

+oo d
n—+2>2>1, l'intégrale / v
1

—53 converge et, grace au critere d’équivalence pour les intégrales
x

de fonctions continues et positives, on peut conclure : ‘ Jp, est une intégrale convergente

Pour tout réel x supérieur ou égal a 1, on a :

/A de [ 11" 1 1
p (@+1)2 0 |z+1], 2 A+1

1
Comme AETOO a1 =0, on a, apres passage a la limite : | Jy = 3
Pour tout k de N* Je +J /+OO da +/+OO da Par linéarité d
our tou e on a : 1 = —_— ———— . Par linéarité de
’ k et 1 xF(z +1)2 1 zh=1(z + 1)2

I'intégration, on obtient :

+o0 1 1 14w e
Jk:‘i’th{:—l _/1 (xk(x+1)2 +xk1(x+1)2> dx—[ md.’l}—/l' mdl‘

On a donc :

‘Jk“rjk—l:]k‘

De I’égalité précédente, on tire, pour tout n de N* :

n n n n n n—1
DD = (D (Tt Jeoa) = D (DAY (D e =) (D e Y (1)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 i=0
En écrivant (—1)" = —(—1)""!, on obtient :

n n n—1 )
DD =Y (D) =) (1)
k=1 k=1 i=0

13



- 1
Par télescopage, on trouve : Z(fl)kflfk = (—=1D)""'J, + Jo. Comme Jy = 5 ona finalement :

k=1

n 1
Z(_l)k_llk — (_1)n—1Jn + 5
k=1

c¢) Pour tout réel = supérieur ou égal & 1, on a x +1 > 2 donc (z + 1)? > 4, par stricte positivité de

1
(z + 1)? et par décroissance de la fonction inverse sur R* , on obtient : 0 < m < T
1 1
En multlphant par x7 Z O7 on trouve : 0 S m S 4x7n
+oo 1
Le calcul est le méme qu’a la question 3a) ou 'on a montré que / —dr = 1
xn n—
On a donc :
1
vneN, n>2 0<J, < —
PES =SS = T
Comme lim ——— =0, on en déduit, par encadrement : | lim J, =0
n—-+o0o 4(n — 1) n—-+oo
. 1
d) D’apres la question 6b), on a : z:(—l)k_ll;~C =(-1)""", + 7
k=1
n 1
On en déduit : 2:(—1)’“_11,C -3|= |(—1)"‘1Jn’ = J,, car J, est positif.
k=1
- 1
. . . . R RV A : .
Comme ngr—ir-loo J, = 0, on obtient nll)rfoo kz_:l( 1) Iy, 2‘ 0, ce qui prouve que :
- 1
. _yk-1l7 2
Jim > (—DF = g
k=1
+oo

Ceci signifie que la série de terme général (—1)"_1.7 n est convergente et sa somme est :

NI

k=1

1. A laide des questions 4.a) et 6.a), compléter les instructions Python suivantes afin qu’elles permettent le

calcul de I, et J,, pour une valeur de n, supérieure ou égale a 2, entrée par 'utilisateur.

import numpy as np

n = int(input ("entrez
I = np.log(2)

J 1/2

J=1-17

b

or k in range(2, n +
I =1/(k - 1) -
J=1-17

print ("la valeur de I

print ("la valeur de J

H

une valeur de n superieure ou egale a 2

1):

est
est

3

>

I)
J)

n))

Pour la quatrieme ligne, on a utilisé le fait que J; = I1 — Jy. Pour la sixiéme et septieme ligne, on a utilisé

le fait que I, = —— — I, _1 et que Jy = Iy — Jp_1.

k—1
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