Chapitre 17 : Les espaces vectoriels R" et M,, 1(R).

ECG1 A, Lycée Hoche

I. Les espaces vectoriels R" et M, ;(R)

‘Dans tout ce chapitre, dés que ce n’est pas précisé, n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

1. Opérations sur R”

L’ensemble R".
Soit n > 1. On rappelle que R™ est I’ensemble des n-uplets de réels. La donnée (z1,...,z,) d'un élément
de R"™ consiste donc en la donnée ordonnée de n réels x1,xs,...,x,.

Par exemple, pour travailler avec un élément = € R™ quelconque, il est tout naturel d’écrire :
Soit x € R™. Soient x1,...,x, réels tels que x = (x1,...,2y,)
ou plus simplement, :
Soit © = (1,...,2,) € R"
(si les notations 1, ...z, ne sont pas déja fixées, a chaque fois).
Soit (z1,...,2z,) € R™. On dit que z1,...,z, sont les coordonnées de (z1,...,z,). Plus précisément,
pour tout i € [[1,n], on dit que z; est la i-iéme coordonnée de (z1,...xp).
Opérations sur R".
On définit deux opérations sur R™.
L’addition (ou la somme) est définie par ’application notée "+g»" donnée par:
(R™)?2 — R©

+pn
R ((z1, 22,y Zn), (Y1,Y2y - -, Yn)) +— (1 +Yy1,Z2+ Y2y« T+ Yn)

Pour tous éléments x et y de R™, on note plus simplement
z+y=+r((2,y))
de sorte que, par exemple :
(1,2,3) + (4,5,6) = (5,7,9).
On dit que R” est muni de la loi interne + (ou +g~» pour étre plus précis).

La multiplication par un scalaire (ou le produit par un réel) est définie par I'application notée "-g»"
donnée par :
| RxR” — R7
Bl O (21,20, -y 2m)) — (AX @1, AX oy, A X )

Pour tout réel A et pour tout élément = de R™, on note plus simplement
Aoz =z (A )

de sorte que, par exemple :
2-(1,-1,0) = (2,-2,0).

On dit que R” est muni de la loi externe - (ou ‘g» pour étre plus précis).
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Remarque. L’indice R™ de 4+~ et -g» permet de ne pas confondre ces applications avec d’autres opéra-
tions (par exemple, + désigne aussi canoniquement la somme des réels), mais on ne fait apparaitre ces
précisions que lorsque le contexte le nécessite. Dans ce cas, +r désigne 'opération de somme des nombres
réels.

Remarque. On dit que +g~ est une loi interne car elle fournit un résultat de la méme nature que
ses arguments (la somme de deux éléments de R™ est un élément de R™). En revanche, -g» prends en
argument un réel et un élément de R™ pourfournir un élément de R™. On dit que c’est une loi externe
pour signifier qu’elle prend un réel parmi ses arguments, qui provient d’un autre ensemble que son résultat
(lui, dans R™). Le mot "loi" est ici un mot générique pour désigner des opérations.

La théorie des espaces vectoriels dispose de son vocabulaire spécifique, afin de manier rigoureusement le
"type" des objets manipulés (il ne faut surtout pas confondre les scalaires et les vecteurs).

Définition 1. Soit n > 1. On appelle vecteur de I'espace vectoriel R™ tout élément de R™. On
appelle scalaire de ’espace vectoriel R™ tout élément de R.

Définition 2. On dit que Og~ est le vecteur nul de R™. On dit que —x est 'opposé de x, pour tout
vecteur x.

Dans ’espace vectoriel R, on peut donc sommer des vecteurs (loi interne), et multiplier (& gauche) un
vecteur par un scalaire (loi externe).

Remarque. Une loi de composition interne sur un ensemble E est, par définition, la donnée d’une
application £ x E — E. Une loi de composition externe sur un ensemble F est la donnée d’un ensemble
A et d’une application A x E — E. Dans tout ce chapitre, une loi de composition externe sera réelle,
c’est-a-dire donnée par une application R x £ — F.

2. R" est un espace vectoriel

Proposition 3. (et définition.) Dans cet énoncé, on pose E = R"™. L’ensemble E, muni des
opérations + et -, vérifie les les propriétés suivantes.

(i) E est un ensemble non vide, + : E X E — E définit une loi interne, - : R x E — E définit une
loi externe dont ’ensemble des scalaires est R.

(ii) (Associativité) ¥(z,y,2) € (E)3, (x +y) +2 =2+ (y + 2).
(iii) (Commutativité) ¥(z,y) € (E)%,z+y =1y + x.
(iv) (Ezistence d’un élément neutre) On pose Ogn = (0,0,...,0) € E. Alors : Vo € E,Opn +x =
x + Opn = .
(v) (Emistence d’un opposé) Soit © = (x1,...,x,) € E. Posons —x = (—x1,...,—y). Alors :
x4 (—z) = (—z) + z = Ogn.
(vi) (Premiére compatibilité avec le produit des réels) Vx € E,1 -z = .
(vii) (Seconde compatibilité avec le produit des réels) V(A pu) € R2 Vz € B, X - (u-x) = (A x p) - .
(viii) (Distributivité de - sur +p) Y\, u) ER2Vz € E,(A+p) -2 =X-x+ p- .
(iz) (Distributivité de - sur +g) VA € R,V(z,y) € B> A - (z+y) = A2+ X -v.
On dit que le triplet (E,+,-) est une structure d’espace vectoriel (réel) sur E = R™.

Remarque. Dans cet énoncé, on a posé E = R™ uniquement dans le but de clarifier un énoncé ultérieur.

Remarque. Dans la suite, on parlera de l’espace vectoriel R™ pour désigner ’ensemble R™ muni de ces
deux opérations.

Démonstration. Elles sont trés faciles, & noter. [
L’intérét de cette liste de propriétés est multiple :

e Elle précise les régles de calcul élémentaires dans ’espace vectoriel R™.

e Elle est "minimale", dans le sens que toutes les autres régles de calcul se déduisent de celles-ci. Ceci
est expliqué dans le paragraphe suivant.

Page 2



Cours de mathématiques, ECG1 A, Lycée Hoche. 2023-2024

3. Reégles de calcul supplémentaires

Voici donc les autres régles de calcul qui découlent de la (proposition et) définition de ’espace vectoriel
R™.

Proposition 4. Dans cet énoncé, on pose E = R™. L’espace vectoriel E vérifie les propriétés
suivantes :

(i) V(z,y,2) EE3x+y=a+2 < y==2.

(ii) VAeRVz € E" A2 =0 <= A=0ouz=0g.

(iii) VA, u) ER2Vz € BN =p-x < A=p ouz=0g.
(iv) YA ERV(z,y) EE2 N2 =Xy < 2=y ou \=0.
() Ve e E,—(A-z)=(—A) - z.

Démonstration. A noter O

Remarque. Attention & ne pas inventer de régles de calcul ! Toutes les régles de calcul légitimes sont
présentées avec les deux énoncés précédents.

Remarque. Notation : Dans la suite, pour tout scalaire A et pour tout (x,y) € (R")%:
e on se permet de noter Az & la place de \ - z,

e on se permet de noter x — y le vecteur x + (—y). Attention, on ne parlera jamais d’opération de
soustraction (soustraire, c’est ajouter ’opposé !).

4. L’espace vectoriel M, ;(R)

L’ensemble E = M,, 1(R) est également muni :

e D’une loi de composition interne +,, ,(r) : £ X £ — E donnée par la somme de matrices :

T Y1 T Y1 1+
VI | eEMua®), V] € MuaR) | | +1mm | 5 | = :

T Yn Tn Yn Tn + Yn

e D’une loi de composition externe -y, ,(r) : R x £ — E donnée par la multiplication par un réel :

1 x1 ATy
VAERV | 1 | e Muai(R), A m, ) | 2 ] =

Ty T, ATy,

Alors, les propriétés calculatoires sont les mémes que dans R™. Ce n’est pas étonnant : ces opérations se
comportent de la méme maniére (elles sont "en ligne" dans R™ et "en colonne" dans M,, 1 (R)).

Plus précisément,
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Proposition 5. (i) La proposition 8 est également vraie en considérant ’ensemble E = M,, 1(R)
muni des opéralions +aq, ,(r) €t “m,, ,(r) du calcul matriciel, et en posant :

0

0

Oprta@® = | .

0

et
X1 —T1
VX = e M,1(R),—X =

Tn —Tn

On note également plus simplement + et - ces opérations si le contexte est clair.

On dit que le triplet (M, 1(R),+,-) est une structure d’espace vectoriel sur M, 1(R). Dans
la suite, on parlera de espace vectoriel M,, 1(R) pour désigner ’ensemble M,, 1(R) muni de
ces deux opérations.

(it) La proposition 4 est également vraie pour E = M,, 1(R).

Démonstration. Remarques & noter. [

5. Axiomatique des espaces vectoriels

Soit E un ensemble, et +r : £ X E — E une loi de composition interne, -g : R x £ — E une loi de
composition externe.

Si (E,+g, g) vérifie la proposition 3, on dit que (E,+g, g) est une structure d’espace vectoriel sur
E.

Si on résume ces propriétés en une notion "d’espace vectoriel”, c’est qu’elles sont vraies dans beaucoup
d’autres cas, et que tout ce qu’on verra dans ce chapitre (& une unique exception prés, la notion ultérieure
de base canonique) se généralise bien dans ces autres cas. Par exemple (& la donnée de ’élément neutre
Og et de 'inverse —z d’un vecteur = prés), cet énoncé reste vrai pour les triplets (E, +, -) suivants :

(¢) L’ensemble M,, ,(R) des matrices réelles de taille (n,p) (fixée), muni de sa somme et de son opéra-
tion de multiplication par un réel, vérifie les propriétés ci-dessus. On parlera de la structure d’espace
vectoriel de M,, ,(R).

(it) L’ensemble R[X] des polynomes réels est aussi un espace vectoriel, lorsqu’il est muni des opérations
définies par
(P+Q)(X)=P(X)+Q(X) et (A\-P)(X)=\x P(X)

(pour tous polynomes P et @, et pour tout réel \).

(#it) Avec ces mémes lois, R, [X] est aussi un espace vectoriel.

(iv) L’ensemble RN des suites réelles indexées par N peut étre muni des opérations définies par

(un)n + (Vn)n = (Un +Vn)n €t A+ (Un)n = (Aun)n
et devient & son tour un espace vectoriel.
(v) L’ensemble R’ des fonction réelles d’une partie I de R vers R, muni des opérations décrites par
Vo € I,(f + 9)(z) = f(z) + g(x) et (- f)(@) = A x f(x),

est aussi un espace vectoriel.

(vi) Il y a de nombreux autres exemples dans tous les domaines des mathématiques.

On peut donc développer une théorie générale et s’en servir dans tous ces contextes.

Pour commencer, on généralise ce vocabulaire.
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Définition 6. Soit (F,+,) un espace vectoriel. On appelle vecteur de cet espace vectoriel tout
élément de E. On appelle scalaire de ’espace vectoriel E tout élément de R.

Définition 7. On dit que Og est le vecteur nul de F. On dit que —z est 'opposé de x, pour tout
vecteur x.

II. Combinaisons linéaires, familles de vecteurs et bases

‘A partir de maintenant et pour tout ce chapitre, E' désigne I'un des espaces vectoriels R™ ou M,, 1(R). ‘

Veillez a le préciser d’'une maniére ou d’une autre lors des restitutions de cours.

1. Notion de combinaison linéaire

Cette notion est I’objet d’étude principale de ce chapitre.

Définition 8. Soit k € N* et uq,...,u, des vecteurs de E. Soit v € E.

(i) On dit que le vecteur v est combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., uy s'il existe des scalaires
A1, ..., Ak tels que :

k
V=AU + Aous + ...+ Apup = Z)\Zuz
i=1
(74) Soit A1,... A, desscalaires. On dit que A1, ... A\g sont des coefficients de la combinaison linéaire

AUp + Agug + ...+ Apup

des vecteurs uy,us, . .., Ug-

Exemple 9. (i) Soient ui,...,u; des vecteurs de FE (ou k € N*). Alors, O est combinaison linéaire
des vecteurs uq, ... ug.
En effet,
Og = Oug + Oug + ... 4+ Oug

car : Vo € F,0x = Og (proposition 4), et 0Og +0g +...+0g = 0g (proposition 3 (iv), et récurrence
sur le nombre de termes).

(1) (3,5) = (1,1) + 2(1,2) donc le vecteur (3,5) de R? est combinaison linéaire des vecteurs (1,1) et
2).

(1,2)
(i73) Dans l’espace vectoriel R?, on a la chaine d’égalités :
(3,5) = (3,0) + (0,5) = 3(1,0) + 5(0, 1)
donc le vecteur (3,5) est combinaison linéaire des vecteurs (1,0) et (0,1).

(iv) De méme,
(17 2, 3) = 1(17 0, 0) + 2(()’ 1, 0) + S(Oa 0, 1)
donc, dans I’espace vectoriel R3, le vecteur (1,2,3) est combinaison linéaire des vecteurs (1,0,0),
(0,1,0) et (0,0,1).
(v) Plus généralement, soit n € N* et posons, pour tout ¢ € [1,n], e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R" le
vecteur dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la i-iéme qui vaut 1.
Soit (x1,...,z,) € R™,

Alors,
Vi e [1,n],z; - e, = 21(0,0,...,0,1,0,...0) = (0,0,...,0,2;,0,...0)

(ot z; est en i-iéme position) donc

> wie; = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + ...+ (0,...,0,2,) = (21,...,Tn).
=1
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Ainsi, tout vecteur (z1,...,x,) de R" est combinaison linéaire des vecteurs ey, e, ..., e,, des coef-
ficients étant donnés par x1,...,ZT,.

(vi) Pour tous réels A et u, A(1,0) + 1(2,0) = (A+2u,0). Donc toute combinaison linéaire des vecteurs
(1,0) et (2,0) a sa seconde coordonnée nulle. Donc (1, 1) n’est pas combinaison linéaire des vecteurs
(1,0) et (2,0).

Remarque. Méthode : Dans ’espace vectoriel E, pour déterminer si un vecteur donné v est combi-

naison linéaire de vecteurs donnés wuq, ..., ux :
(7) On considére un k-uplets de scalaires quelconques (Aq, ..., Ax), de sorte &
(it) résoudre I’équation v = A\ju; + ...+ Apur d’inconnues réelles Aq, ..., Ag.

La résolution de cette équation se traduit systématiquement par la résolution d’un systéme linéaire.

Exemple 10. Le vecteur (1,2) est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,—1) et (1,1) ?

0 0 0 0
Exemple 11. Le vecteur | 1 | est-il combinaison linéaire des vecteurs [ 1], [ 1 et [2]| 7
2 1 -1 3

Exemple 12. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel a pour que le vecteur (1,a, —1)
soit combinaison linéaire des vecteurs (1,2, —-3) et (—1,1,0).

Exemple 13. Montrer que tout vecteur de R?® est combinaison linéaire des vecteurs (1,2,0), (1,—1,0)
et (0,1,1).

2. Familles de vecteurs et bases

Définition 14. Soit p € N*. Soient p vecteurs ui,...,u, de ’espace vectoriel £. On dit que
(u1,...,up) est une famille (fini) de vecteurs de E. L’entier p est appelé le cardinal de cette famille.

Exemple 15. Posons v; = (1,0,1), vo = (0,1,1). Alors, (v, v2) est une famille de 2 vecteurs de R3.

La notion de combinaison linéaire s’utilise aussi de la maniére suivante.

Définition 16. Soit p € N*. wuy,...,u, des vecteurs de . On appelle combinaison linéaire de la
famille (uq,...,u,) toute combinaison linéaire des vecteurs us, ..., up.

Définition 17. Soit p € N*, et (u1,ua, ..., u,) une famille de vecteurs de I’espace vectoriel E.
On dit que (ui,us,...,up,) est une base de E si :

p
Vo € B, 3,0, 0p) ERP 2 =Y Nus.
k=1

Autrement dit, (ug,...,up) est une base de E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison
linéaire des vecteurs uy, ..., up, et de maniére unique.

Exemple 18. (i) (Base canonique de R?) On pose e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1).
Alors, (e, e, e3) est une famille de vecteurs de R3.
Montrons que c’est une base de R3.

1 0 0
(i) (Base canonique de M3 ;(R)) On pose Ey = (0], E; = [ 1] et E5 = | 0 |. Montrons que
0 0 1

(E1, Eg, Es5) est une base de M3 1(R).
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(#i7) La famille (v, ve,v3) donnée par
v = (1a052)7 V2 = (07 17 1)7 v3 = (17 1) 1)
est-elle une base de R3 ?

(iv) La famille (Ogz, (1,2)) est-elle une base de R? ?

Remarque. Siune famille (uq,...,u;) de vecteurs de l’espace vectoriel E contient O, alors cette famille
n’est pas une base de E. En effet, si par exemple b; = O, alors :

OE:0b1:2b1

donc le vecteur O s’écrit de deux maniéres différentes comme combinaison linéaire de by, ..., b,, ce qui
prouve que (by,...,b,) n’est pas une base.

Définition 19. (Bases canoniques de R" et M, ;(R))(Et proposition.)

(i) Pour tout ¢ € [1,n], on pose e¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R™ ou seule la i-iéme coordonnée
est non nulle et vaut 1.
Alors, (eq,...ey,) est une base de 'espace vectoriel R™, appelée la base canonique de R™.

0

(it) Pour tout i € [1,n], on pose E; = | 1 | € M, 1(R) ou seul le coefficient d’indice (4, 1) est non

0
nul et vaut 1.
Alors, (E4,...E,) est une base de I’espace vectoriel M, 1(R), appelée la base canonique de

M, 1 (R).

Démonstration. A noter. [
Exemple 20. Explicitons les bases canoniques de My 1(R) et de R2.

Remarque. Méthode : Dans l'espace vectoriel F, pour déterminer si une famille donnée (vy,...,vp)
est une base, en revenant 4 la définition on peut :

(i) Considérer un élément x € E fixé de maniére quelconque, et
(73) appliquer la méthode du II.1 pour déterminer si x est combinaison linéaire de la famille (v1, ..., v,).

(791) Le systéme obtenu est alors un systéme linéaire (S) & parameétres (les coordonnées indéterminées
de z sont dans le second membre). On applique le raisonnement suivant :

(tv) (vi,...,vp) est une base de E si et seulement si ce systéme est de Cramer (ce qui ne dépend pas de
ce second membre, d’aprés le cours sur les matrices).

Pour le dernier point, le raisonnement est le suivant : (vi,...,v,) est une base de E si et seulement si
I’équation
T=Av1+ ...+ A\Un,

d’inconnues \q,...\,, admet une unique solution pour tout vecteur x,
si et seulement si le systéme obtenu (5) est de Cramer.

1 1 1
Exemple 21. La famille (| =1 ], 0 |, [ 1]) est-elle une base de M3 1(R) ?
0 -1 1
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3. Matrice des coordonnées dans une base

Définition 22. Soit (u1,...,u,) une base de l'espace vectoriel E (ot p € N*) et € E. Soit
(A1,...,Ap) € RP Punique p-uplet de réels tel que

xr = )\1’UJ1 + )\2’&2 + ...+ )\pup.
A1

Az
La matrice ) € M,1(R) est appelée matrice des coordonnées de z dans la base

Ap
(u1,...,up). On dit aussi que (A1,...,A,) sont les coordonnées de x dans cette base.

1
Exemple 23. Quelle est la matrice des coordonnées de | 2 | dans la base de I'exemple 217
3

III. Sous-espaces vectoriels

Dans la suite, E désigne toujours I'un des espaces vectoriels R” ou M,, 1(R).

1. Notion de sous-espace vectoriel

Définition 24. Soit F' une partie de ’espace vectoriel F.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de FE si :

(i) F est non vide,
(i) (Stabilité par la loi +) V(x,y) € F2, 2 +y € F,
(797) (Stabilité par laloi -) VA e R,Vz € F, A -z € F.

Remarque. Pour justifier la terminologie : si F' est un sous-espace vectoriel de (E,+g, g), alors F est
naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel (F,+p, ) donnée tout simplement par :

F? — F RxF — R
et -p:

T (l‘,y) — x+Ey ()\,iC) — )\E(E '

En pratique, pour démontrer qu’une partie F' de I’espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de F,
on utilise la caractérisation suivante.

Proposition 25. (Caractérisation en trois points des sous espaces vectoriels) Soit F' un
ensemble, et E l'un des espaces vectoriels du cours. Alors, F est un sous-espace vectoriel de E si et
seulemment s’il vérifie les trois points suivants :

(i) FCE,
(ii) Op € F,
(iii) Y\, p) € R2Y(2,y) € FE N -z +pu-y€eF.

Démonstration. Formelle et pas difficile, mais on passe. Exercice de logique raisonnable. [
Exemple 26. Montrons que {(z,y,z) € R3|z +y + z = 0} est un sous espace vectoriel de R3.
Exemple 27. L’ensemble {(z,y,2) € R3|z +y + 2z = 1} est-il un sous-espace vectoriel de R3 ?
Exemple 28. E a toujours au moins deux sous-espaces vectoriels : {Og} et E.

On peut déja remarquer le fait capital suivant :
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Proposition 29. Soit F' un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E. Alors, F est stable par
combinaison linéaires :

Vi € N* V(fi,... fr) € FF YO\, ..., ) €RE N fL 4.+ \ufw € F.

Autrement dit, toute combinaison linéaire d’éléments de F est un élément de F .

Démonstration. A noter. O

2. Sous espaces vectoriels et équations linéaires homogénes

Ce paragraphe fournira "d’un coup" un grand nombre d’exemples de sous-espaces vectoriels de R™.

Proposition 30. Soitn € N et (L) une équation linéaire homogéne a n inconnues. Alors, l’ensemble
des solutions de (L) est un sous espace vectoriel de R™.

Démonstration. A noter [

Une proposition importante :

Proposition 31. Soient F' et G deuz sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Alors, FNG
est un sous espace vectoriel de E.

Démonstration. A noter O

Remarque. Attention, la réunion de deux sous espaces vectoriels n’est quasiment jamais un sous espace
vectoriel (cf TD).

Remarque. Avec une démonstration similaire, on montre : l'intersection d’un nombre quelconque de
sous espaces vectoriels est aussi un sous espace vectoriel. On peut aussi, & partir de cette proposition,
procéder par récurrence pour démontrer cet énoncé pour les intersections finies.

Exemple 32. Soit F = {(z,y,2) € Rz +y+ 2 =0} et G = {(x,y,2) € R®*|z + 2y + 32 = 0}. Alors,
F et G sont des sous espaces vectoriels de R® d’aprés la proposition 30, donc F NG = {(z,y,2) €

=0
R3| Tryte } est aussi un sous espace vectoriel de R3.
T+2y+3r=0

Remarque. Dans I’exemple ci-dessus, F' et G sont des plans vectoriels de R? et leur intersection F'N G
est une droite.

Proposition 33. L’ensemble des solutions d’un systéeme linéaire homogéne & n inconnues est un
sous espace vectoriel de R™.

Démonstration. A noter. [0

r—y+z2z+2t=0
r—2y—2x+4t=0
ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne (a 4 inconnues).

Exemple 34. {(z,y,2,t) € RY| } est un sous espace vectoriel de R? comme

r—y+z+2t=1
r—2y—2x+4t=0
ne contient pas le vecteur nul (le systéme n’est pas homogene). L’ensemble des solutions d’un systéme
linéaire non homogéne n’est jamais un sous espace vectoriel de R™, pour cette méme raison.

Remarque. {(z,y,2,t) € R?| } n’est pas un sous espace vectoriel de R*, car il
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3. Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Proposition 35. (et définition) :

Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de l’espace vectoriel E. On appelle sous-espace vectoriel
engendré par (ui,...,u,), et on note Vect(uq,...,un), l'ensemble des combinaisons linéaires de
ULy vy Uy -

Vect(ul, - ,un) = {/\1“1 + Xotg + ...+ )\nun‘(/\l, ey /\n) S Rn}

Alors, Vect(u,...,uy,) est un sous espace vectoriel de E.

Démonstration. A noter. [

Exemple 36. Soit (ey,...,e,) la base canonique de R™ et i € [1,n]. Décrivons Vect(ey,ea, ..., €;).
1 0 T

Exemple 37. Montrons Vect([0 |, {1])={|vy | € M31(R)|y = z}.
0 1 z

Pour montrer ce genre d’égalité faisant intervenir un sous-espace vectoriel engendré, on utilise volontiers
la proposition suivante (sous peine de refaire, & chaque fois, les mémes calculs).

Proposition 38. Soientn € N*, uy, ..., u, des vecteurs de l’espace vectoriel E et F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors :

Vect(uq,...,up) C F <= Vie[l,n],u; € F.

Démonstration. A noter. [0

Exemple 39. Montrons que Vect((1,—1,0), (1,0,—1)) est I’ensemble des solutions de ’équation linéaire

T +$2+f£3:0.

4. Base d’un sous-espace vectoriel

Cette définition est en fait une redite, mais pour clarifier :

Définition 40. Soit F un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E. Soit k € N*, et (uq, ..., ux)
une famille de vecteurs de F. On dit que (uq,...,ux) est une base de F si :
k
Vo€ F,A(M, .., M) €RF v =" Ay
i=1
Autrement dit, (u1,...,u,) est une base de F si et seulement si tout vecteur de F' s’exprime de
maniére unique comme combinaison linéaire de cette famille.

Remarque. Attention, dans la définition (u1,...,uy) est une famille de vecteurs de F, et c’est impor-
tant !

Exemple 41. Justifions que F' = {(z,y) € R?|z+y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?, et montrons
que la famille ((1,—1)) (constituée d'un seul vecteur de R?) est une base de F.

Exemple 42. Montrons que ((1,—1,0),(1,0,—1)) est une base de ’ensemble des solutions de I’équation
linéaire x +y + z = 0 d’inconnue (z,vy,2) € R3.
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5. DBases et sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Dans le cadre de ce chapitre (E = R™ ou E = M,, 1(R)), on démontrera plus tard que tous les sous-
espaces vectoriels envisageables sont des sous-espaces vectoriels engendrés par une famille de vecteurs.
Cela reste vrai en toute généralité, dans la mesure ou ’on peut généraliser le reste (HP).

Tout cela pour dire que les méthodes de cette partie sont trés importantes, car trés souvent applica-
bles.

Proposition 43. Soient k € N* et (u1,...,ur) une famille de vecteurs de l’espace vectoriel E.
Alors :

(i) S’il existe p € [1,k] tel que u, € Vect(uq, ..., Up—1,Upt1,...,Uk), alors :

Vect(ug, ..., uk) = Vect (U1, ..., Up—1,Upt1, - - -, Uk)-

(ii) Sinon, (u1,...,ur) est une base de Vect(uy,...,up).

Démonstration. A noter. [

Méthode : Pour déterminer une base d’un sous-espace vectoriel de la forme Vect(uq, ..., ux) :
(1) On détermine Iensemble des réels Ay, ..., \, tels que
Aug + Asug + ...+ A\pu, = 0g,
ce qui nous méne & résoudre un systéme linéaire homogeéne.

(i) Puis, on applique "a répétition" la proposition précédente pour retirer a la famille (uq,...,u,) des
vecteurs jusqu’a en avoir extrait une base.

0
1
1

Exemple 44. Déterminons une base de Vect( , ,

— N =
— W N
SN—

Exercice 45. Déterminer une base de Vect((1,2),(—1,1),(1,5)).

Remarque. En particulier, on peut toujours directement retirer Op d’une famille de vecteurs sans
changer ’espace vectoriel engendré : pour tous vecteurs uq,...,u, d’'un espace vectoriel F,

Vect(uq, ..., ur, 0g) = Vect(ug, ..., ug).
Cette méthode peut sembler un peu "lourde", et est clarifiée par les notions définies ci-dessous.

6. Familles libres et génératrices

a) Famille libre

Définition 46. Soit (uq, ..., ux) une famille de vecteurs de E. On dit que (uq, ..., ux) est une famille
libre (ou linéairement indépendante) si tout élément de E est combinaison linéaire de (uq, ..., ug)
d’au plus une maniére. Autrement dit, (u1,...,ux) est dite libre si :

k k
V(Ala"'v)\k) € Rkav(ul,“'auk) € Rk,ZAﬂLZ = le'l"lul = Vie H]-?k]]v)\l = Hy-

i=1 i=1

Une famille non libre est dite liée.

Méthode : Pour déterminer si une famille est libre, on utilise plutot la proposition suivante :

Proposition 47. Une famille (u1,...,uy) de vecteurs de E est libre si et seulement si :
k
VA, A) €RED Nuy =0 = Vi€ [1E], A = 0.
i=1
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Démonstration. A noter O

Exemple 48. (i) La famille ((1,—1),(1,1)) est-elle une famille libre de R? ?

(#4) La famille ((1,2,-1),(2,—3,0),(3,—1,—1)) est-elle libre ?

Proposition 49. On appelle sous-famille d’une famille de vecteurs toute famille obtenue en retirant
des vecteurs a cette famille. Alors, toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Démonstration. A noter. O

Proposition 50. Soit (uq,...,ux) une famille de vecteurs de E. Alors, cette famille est libre si et
seulement si :

Vp e [1,k],up ¢ Vect(ui, ..., up—1,Ups1,-..,Ug).

Démonstration. A noter [

Remarque. D’aprés le paragraphe précédent, (uq,...,ux) est libre si et seulement si c’est une base de
Vect(ul, N ,uk).

Exemple 51. Voici quelques exemples a noter :
(¢) Si une famille de vecteurs (uq,...,ux) contient le vecteur nul, alors elle est liée.
(7) Une famille (u) constituée d’un seul vecteur est libre si et seulement si u n’est pas le vecteur nul.

(#44) On peut détecter trés rapidement si une famille de deux vecteurs (u,v) est libre ou liée : elle est
liée si et seulement si u et v sont colinéaires, ce qui signifie :

dINeR,u = v ou v = A\u.
Par exemple, dans I’espace vectoriel R%, (2,1) et (4,2) sont colinéaires (car (4,2) = 2-(2,1)) donc
la famille ((2,1), (4,2)) est liée.

On peut justifier aisément que (1,2) et (1,3) ne sont pas colinéaires : ils forment une famille libre.

b) Famille génératrice

Définition 52. Soit (ug,...,u) une famille de vecteurs de E. Soit F' un sous-espace vectoriel de
E. On dit que (uq,...,ux) est une famille génératrice de F si :

k
Yo e F,A\, ..., ) € RF v = Z/\iui'
i=1

Autrement dit, (u1,...,ux) est une famille génératrice de F si et seulement si tout vecteur de F est
combinaison linéaire de w1, ..., ug.
Autrement dit, (uq,...,ux) est une famille génératrice de F si et seulement si F' = Vect(uq, ..., ug).

Exemple 53. Toute base de E est une famille génératrice de E.

Voici une méthode a suivre pour montrer qu’une famille est génératrice.

Exemple 54. Montrons que ((1,—1,0),(1,0,—1)) est une famille génératrice du sous espace vectoriel
{(z,y,2) €ER3|z +y + 2z =0} de R>.

Remarque. On appelle sur-famille d’une famille de vecteurs de E toute famille obtenue en y ajoutant
des vecteurs de E. Toute sur-famille d’une famille génératrice de E est génératrice de E.
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c) Liens avec les bases

Une conséquence directe des définitions :

Proposition 55. Soit (u1,...,u;) une famille de vecteurs de l’espace vectoriel E, et F un sous-
espace vectoriel de E. Il est équivalent de dire :

(i) (u1,...,ux) est une base de F, et

(ii) (u1,...,ux) est une famille libre et génératrice de F.

Démonstration. Immédiat avec les trois définitions. [

On peut donc montrer qu'une famille est une base de E, ou d’un sous espace F' de F, en deux temps.

Exemple 56. La famille ((1,—1),(1,1)) est-elle une base de R? ?

7. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition 57. (Admise) Soit F' un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel E. Alors, il existe
une base de F'. De plus, Si F' admet une base de cardinal k, alors toute base de F' est de cardinal k.

Cette proposition sera démontrée en 2e année, aprés un petit approfondissement des résultats vus
jusqu’ici. Nous 'admettons pour introduire la notion fondamentale de dimension d’un espace vecto-
riel.

Définition 58. Soit F' un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel E. On appelle dimension de
F', et on note dim(F'), le nombre commun de vecteurs de toute base de F.

Remarque. L’étude des espaces vectoriels "de dimension infinie" ne sont pas au programme, mais on
les manipule : R[X] ou RY, par exemple, ne sont pas de dimension finie (ils n’ont pas de base de cardinal
fini).

Exemple 59. La base canonique (eq,...,e,) de R est de cardinal n, donc

dim(R"™) = n.

La base canonique de M,, 1(R) est de cardinal n, donc :

dim(M,, 1(R)) = n.

La base canonique de R,,[X] est la famille de polynomes (1, X, X?,..., X™). Elle admet n + 1 vecteurs :
dim(R,[X]) =n+1

(voir 2A).

Remarque. L’ensemble {Og} est un sous espace vectoriel légitime de E, mais un cas particulier. Pour
des raisons logiques, les définitions s’étendent ainsi : son unique base est la famille vide () et il est donc
de dimension 0 ("HP").

Ceci permet parfois de conclure trés rapidement.

Exemple 60. La famille ((1,0,1),(2,3,0)) est-elle une base de R® ?

Voici une question courante :

Exemple 61. Soit F' = {(z,y, 2) € R3|x + 2y — 32 = 0}. F est-il un sous espace vectoriel de R3? Si oui,
déterminer une base de F' et donner sa dimension.
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Proposition 62. (et définition) Soit (ui,...,ur) une famille de vecteurs de E. Alors,
Vect(uq, . ..,u;) admet une base constituée d’au plus k vecteurs. On appelle rang de la famille
(u1,...,ug), et on note rg(uy,...,u), Uentier :

rg(ug,...,ux) = dim(Vect(ug, ..., ug)).

On a donc rg(uq,...,ux) < k.
Démonstration. On a vu dans le paragraphe ITI.5 qu’une certaine sous famille de (ug,...,u;) forme
une base de Vect(uq,...,ux), ce qui démontre la proposition énoncée. O

Exercice 63. Déterminer le rang de ((1,2,0),(1,—1,0),(0,1,0)). On appliquera la méthode du II11.5
pour déterminer une base du sous espace engendré par ces vecteurs.

Enfin, la proposition stirement la plus utilisée pour démontrer qu’une famille donnée est une base d’un
espace vectoriel.

Proposition 64. (Admise) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Posons k = dim(F'). Alors :
(i) Toute famille libre de F est constituée d’au plus k vecteurs. De plus, toute famille libre de k
vecteurs de F' est une base de F.
(ii) Toute famille génératrice de F est constituée d’aw moins k vecteurs. De plus, toute famille
génératrice de k vecteurs de F' est une base de F.

Méthode : Pour démontrer qu’une famille de k vecteurs d’un sous-espace vectoriel F' de dimension
k est une base de F', on peut montrer que cette famille est libre ou génératrice de F' (au choix), et on
conclut avec la proposition précédente. Ne pas oublier de bien vérifier que la famille a le bon nombre de
vecteurs.

Exemple 65. La famille ((1,1,0),(0,0,1),(2,1,1)) est-elle une base de R? ?

Enfin, la notion de dimension simplifie trés souvent les démonstrations d’égalités entre sous espaces
vectoriels.

Proposition 66. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel E. Alors :
(i) Si F C G, alors dim(F) < dim(G).
(ii) Si F C G et dim(F) = dim(G), alors F = G.

Démonstration. A noter. [

Exemple 67. Soit F' = {(z +y,z —y) € R?|x € R,y € R}. Montrer que F est un SEV de R?. Donner
une base et sa dimension. Qu’en déduire?
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