Lycée Hoche TD de mathématiques n°18 : 2023-2024
ECGLA Intégrale d’une fonction continue sur un segmt e

Pour commencer

Primaitives et intégrales

Exercice 1 Pour chacune des formules suivantes, déterminer une primitive en précisant le domaine de validité
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(a) f(z)=(z-1) (i) flz)= (RN (r) flz)=e
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(c) f(z) == (1-2?) (h) f(2) = % )
_ 1 a2
(@) f(z) =775 (1) flo) = s (u) f(z)=mze 2
x vz
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© S0 =ovits (m) $0) = s N
1 E3
_ e (w) f(x) =
() 1) = 1 (n) f(a) = g
(9) flx) = () J(@) = 7z (2) (@) = g
9) f(x) = ——5
(14 2)? (p) f(x) = m (y) flx)= ewl+1
x
(h‘) f(iC) = 1— Z’2 (q) f($) = % (Z) f(.’E) = m,)\ € R*
Exercice 2
(a) Soit f:R — R la fonction définie pour tout x € R par f(x) = z(1 — x).
Déterminer 'unique primitive F' de f sur R telle que F'(0) = 1.
(b) Soit f:R% — R la fonction définie pour tout = € R par f(z) =Inx.
Déterminer I'unique primitive ¥ de f sur R* telle que F(1) = 0.
Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes a I’aide de primitives :
L= [ya® =322+ 20 —1dx  (f) I; = f:2 Ly (k) In = [°, o+ Valde
2113
(b) Iy = f__31 Mdm (9) Ir = 1n3 e dx (1) Ia :fol xe‘édx
€lnz In2 e” nx)
(c) Is = [ Btde (h) Is = |7, i dw ) Lz = fl {nzl -
— 1 . e
(d) I = [y s @) In = [; smzpde (n) Tu=J?, |2* — 1] da
=2, L i (j) Lo = [ 5%dx (0) Iz = Jy 55=da
Exercice 4 Pour tout x € R, on pose f(x) = ze® et g(z) = x%e”.
(a) Pour tout x € R, calculer f'(z), puis en déduire une primitive F' de f sur R.
(b) Pour tout = € R, calculer ¢’(z), puis en déduire une primitive G de g sur R.
Intégration par parties
Exercice 5 Calculer les intégrales suivantes par intégrations par parties :
(a) I = fil xe *dx (e) Iy = ff In(1+1)dx (1) Iy = fo e*dx
(b) I f_ll “dx (f) Is = fol %dw () Lo = fo (22 +2+1) e dx
(c) Iy = [{ (Inz)3dx (9) Ir = [ 2*(Inz)3da (k) Iy = [{ (Inz)%dz
(d) Iy = [ 2*Inadax (h) Is = [ Inads (1) Lo = [ 2Eda



Exercice 6 Pour tout n € N, on pose I,, = fle " ln adzx.

(a) Calculer Iy et I.

entt x
n+1 1 n+l

(b) Montrer que pour tout n € N, I,, =

(¢) En déduire explicitement I, en fonction de n.

Exercice 7 Déterminer la valeur de I'intégrale fol zln(l 4 x)dz.

Indication : on pourra s’intéresser a la division euclidienne de X2 par X + 1.

Changement de variable

Exercice 8 Calculer les intégrales suivantes par changement de variable :

1 42 1 -
(a) It = [, Zogrde,y = 2w +1 (9) 17:f; ﬁdiﬂ,y:m
_ ¢ g _ _ In(1+e”) _
(b) I =[] —mdac,y—\/f (h) Ig—fo Tredr,y=1+¢e"
(C) I3 12 3I2+1dm Y= (Z) ‘[9 = fl x(x3+1) dx Y= .T
(d) fl 7zmdl‘ Yy = Inz (]) I = fO eﬁdm7y = e\/5
2 x
(6) .[5 = fl mdl’ Yy = ]. —+ Qx (k) Ill = fl mdfﬂ,y = 172
1 In2
(f) Iﬁzfo 1+1\/§dx7y:\/‘% (l) Ly = 0 ﬁdw,y: V14 e®

Exercice 9 Soit x € R7}. Calculer f; 11:; dt en posant le changement de variable s =

Théoréme fondamental de l’analyse

1
7

Exercice 10

(a) Déterminer I'unique primitive de la fonction z — 1 + Inx qui s’annule en 1.

M

x

(b) Déterminer I'unique primitive de la fonction = — 2ze~ "z qui s’annule en 0 .

Exercice 11 Déterminer ’ensemble des primitives sur R de la fonction x — ze®.

Intégrales fonctions de leurs bornes

Exercice 12 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes (préciser le domaine) :

(a) F(z)= [ V1+t2dt (d) G(z) = [*, V1+2dt
(b) H(x fo 1+t+t2 dt (e) I(x) = ffz 1+t+t2 dt

(e) J(@ fO In( t+2) dt (f) K(z)= foe 1n(t+2) dt
Exercice 13 Pour tout z € R, on pose F(z) = fjf et dL.

(a) Justifier que F' est bien définie sur R et impaire.

(b) Déterminer le signe de F'(x) suivant les valeurs de x.

(c) Justifier que F est de classe C* sur R et que F'(z) = 2¢=4*" —¢=*" pour tout = € R (On pourra introduire
une primitive G de g : t —> et et exprimer F' en fonction de G ).

(d) Dresser le tableau de variations de F' en précisant la valeur de F'(0).

(¢) Montrer que pour tout z > 0,ze 4" < F(z) < ze~* . En déduire lim F(z).

T—r+00

(f) Etudier la convexité de la fonction F sur R.



Intégration des inégalités
Exercice 14
(a) Montrer que pour tout t € Ry, 1 —¢ < 745 <1—t+12

2 2

(b) En déduire que pour tout x € Ry, oz — & <In(1+4+2) <z — % + I—;

(c) En déduire lim W
z—0+t

Exercice 15 Pour tout n € N, on pose I,, = fo 1+wda:

Montrer que pour tout n € N, < I, < -1 et en déduire lim 1I,,.
ST Py

n—-4o0o

(b) Pour tout n € N*, calculer I,,_1 + I,,.

- +oo -
P o (=p~* . : (=n*!
(¢) En déduire que la série ) -—— converge et déterminer la valeur de 1}—1 —

1 n
Exercice 16 Pour tout n € N, on pose I,, = [? {Z=dz.

a) Déterminer a,b € R tels que pour tout z € R\{—1,1 a4 b En déduire Io.
1+x

) 1— m2_171:

_ 1
+2 = (ngn)2nFt-

)
(b) Calculer I et montrer que pour tout n € N, I,, — I,
(c) Montrer que la suite (1), .y est décroissante et positive.
)

. 2 4
(d) En minorant 1 — 2*, montrer que pour tout n € N, I,, < FCESIPas LI

Exercice 17 Pour tout ¢ > 2, on pose f(t) = jp -
(a) Dresser le tableau de variations de f sur [2,+oo.

(b) Montrer que pour tout k > 3, m < f:ﬁl f(t)dt.
n
(¢) En déduire que pour tout n > 3, kz_:S m < [T ft)dt.

(d) En déduire la nature de la série de terme général u,, = m

Pour continuer

En déduire lim I1,,.

Primitives et intégrales

Exercice 18 Déterminer a,b € R tels que pour tout z € R\{—1, 2}, 1217—;3—2 =5+ %H

En déduire la valeur de [ 2+ du.

Exercice 19 Soit a,b,c,d € R(c # 0). Montrer que Zfis = % (a — ‘Zi;if) pour tout z # —%.

En déduire une primitive de x — Z;”i‘s sur tout intervalle I C R\ {—¢

Intégration par parties

Exercice 20 Trouver a,b,c € R tels que m =5+ bX1e En déduire la valeur de fl wln

T+x2°
Changement de variable

Exercice 21 Soit f: R — R une fonction continue sur R.
(a) On suppose que f est paire. Montrer que pour tout = > 0, f f®)dt = 2f0
(b) On suppose que f est impaire. Montrer que pour tout = > 0, f f(®)dt = 0.
Exercice 22 Montrer que pour tout = > 0, pour tout y > 0,Iln(zy) =lnz + Iny.

Indication : on pourra utiliser 1’égalité Inx = ff %dt et le changement de variable s = %

xT

z?)

EDTdx.



Théoréme fondamental de l’intégration

Exercice 23 Montrer que la fonction F' :  —— flw |Int|dt réalise une bijection de classe C* de R% sur un
intervalle I que l’on précisera.

Intégrales fonctions de leurs bornes

Exercice 24 Pour tout z > 0, on pose F(z) = [/ ¢ £dt et G(z) = F(z) — Inaz.

(a) Montrer que la fonction F' est de classe C1 sur R* et dresser son tableau de variations

(b) Etudier les variations de G sur R’ et en déduire son signe.

(c) Déterminer les limites de ' en 0Tet en +oo.
Exercice 25 Soit f: R — R une fonction continue sur R.
Pour tout = € R*, on pose g(z) = + fo
Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 .

Intégration des inégalités

Exercice 26 Pour tout n € N, on pose I,, = fo 2o dx, J, fol adr et K, = fol da.

Déterminer lim [I,, lim J, et lim K,.

n—+oo  n—+oo n—r—+o0
Exercice 27 Pour tout n € N, on pose I,, = 01 a nm e”dx.
(a) Calculer I et I;.
(b) Montrer que pour tout n € N,0 < [,, < 5. En déduire hm I,.

—+o00

(¢) Montrer que pour tout n € N, I;,41 = I, — ﬁ

n +oo
(d) En déduire que pour tout n € N, I, =e — > 4. En déduire la valeur de Y ;.
k=0 k=0

Exercice 28 Pour tout n € N, on pose [, ——==dt.

fO 1+t+t"
(a) Pour tout n € N, justifier 'existence de I,, puis calculer I et I;.

b) Montrer que la suite (I, est croissante et majorée par In 2.
€N
(¢) Pour tout n € N, exprimer In2 — I,, sous forme d’une intégrale et en déduire que In2 — I,, < n+1
)

(d) En déduire lim I,.

n—+oo



