Lycée Hoche Mathématiques ECGIA

TD21 : Applications linéaires

[ Applications linéaires }

R? — R3
(xay) — ($_3y7$+y»2$—y) '
Montrer que f est linéaire.
R3 — R3
(2,9,2) — Wt+zrt+zaoty)’
Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.
f: R — R?
(z,9) — (z,1-x)"

o Exercice 1 Soit

o Exercice 2 Soit

Exercice 3 Soit

Montrer que f n’est pas linéaire.

f : Mg@(R) — MQJ(R)

o Exercice 4 Soit * o+ 2y
Y — y— 2z
z 3x+y—+=z

Montrer que f est linéaire.

f: MQJ(R) — M4’1(R)

Tty

Exercice 5 Soit ( T ) -y
—

Y —T+y

—x—vy

Montrer que f est linéaire et écrire la matrice canoniquement associée a f.

f : MQJ(R) — MQJ(R)
Exercice 6 Soit x Ty
—
Y ||

Montrer que f n’est pas linéaire.

o Exercice 7 Ecrire les applications linéaires matricielles canoniquement associées aux matrices suivantes :

1 0 -1
(1 -1 |2 -2 3
(a)M(1—3> @M=\ 5 3
1 0 -1 20
o M=[2 -2 3 (4 -1 21 3
1 5 -3 M=\ o 251

o Exercice 8 Soit (e, ez, e3) la base canonique de R3.
Soit f : R® — R? une application lindaire telle que f(e1) = (—1,1), f(e2) = (3,1) et f(e3) = (1,0).
Déterminer f((z,y,z)) pour tout (x,vy,z) € R3.

Exercice 9 Soit (E, E3) la base canonique de Mo 1(R) et f : Mg 1(R) — Moy 1(R) une application linéaire

telle que f(Ey) = ( ; > ot f(Bs) = < B )

Déterminer f (( Z )) pour tout < ; ) € M3 1(R).

Exercice 10 Soit (E1, Eo, E3) la base canonique de M31(R) et f : M3 1(R) — M3 1(R) une application

1 -3 —7
linéaire telle que f(FE1)=| —1 |, f(E2) = 2 | et f(E3) = 4
2 -1 1

8
8

Déterminer f y pour tout

c Mg@(R).

I8
N <
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f: R2 — R2 g: R2 — R2

o Exercice 11 Soient et .
((E, y) — (iC -y, + y) (iC, y) — (2(E - Syv 2y)

(a) Montrer que f et g sont linéaires.
(b) Déterminer les matrices A et B canoniquement associées a f et g.
(¢) Déterminer les applications linéaires fog et go f.
R3 — R3
Exercice 12 Soit .
(z,y,2) — (2429 +2y+22,-2)

Montrer que f est une application linéaire bijective et que f~! est linéaire.

f : Mg,l(R) — Mg’l(R)
o Exercice 13 Soit < z ( z+y > .
—
Y Ty

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice A canoniquement associée a f.
(b)

(€)

(d) Comparer B et A1

Montrer que f est bijective et déterminer la bijection réciproque f~! de f.

Montrer que f~! est linéaire et donner la matrice B canoniquement associée & f~1.

p: ngl(R) — MQJ(R)
Exercice 14 On considere I’application z 1 x4+ 2y .
— =
Y 5\ 2x+4y

Montrer que p est linéaire et prouver que pop = p.

S MQJ(R) — MQJ(R)
Exercice 15 On considere I’application z —bx — 6y .
—
Y 4z 4 by

Montrer que s est linéaire et prouver que s o s = id g, , (r)-

R3 — R3
(:CayVZ) — (x—y+z,fx+y+z,—xfy+3z)'
Pour tout A € R, on pose Ey = {u € R3, f(u) = \.u}.

e Exercice 16 Soit

) Montrer que f est linéaire.
(b) Montrer que pour tout A € R, Ey est un sous-espace vectoriel de R3.
(¢) Montrer que f o f =3f — 2idgs.
(d) En déduire que pour tout u € Ey, (A2 — 3\ + 2)u = Os.
(e) Montrer que pour tout A € R\ {1,2}, E\ = {Ogs}.
) Déterminer la dimension de Fj.
)

Déterminer la dimension de Es.

n
e Exercice 17 Soit v = (v1,...,v,) € R™ tel que Zvi =2.
i=1
- R™ — R
On considere 'application =
pp (X1, ) +— (xl,...,zn)<2zi)v
i=1
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Déterminer f o f.
(¢) Montrer que f est bijective et déterminer f~1.
e Exercice 18 Soit f : R — R"™ une application linéaire.
On suppose que pour tout u € R™, f(u) € Vect(u).
Montrer que f est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que pour tout u € R", f(u) = A.u.

Indication : on pourra faire bon usage de la base canonique de R".
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[ Noyau et image ]

R3 R3

Exercice 19 Soit f : (2,9, 2) : (@—yy—22—a)
' I ’ ’

(a) Montrer que f est linéaire.

(b) Déterminer Ker(f) et Im(f). On donnera une base de Ker(f) ainsi qu'une base de Im(f).
(¢) L’application f est-elle injective ? surjective ?

foORY R

Exercice 20 Soit (0,9,2) —> —w+2+52"

(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Déterminer le rang de f.
(¢) En déduire la valeur de dim(Ker(f)).
(d) Déterminer une base de Ker(f).
R* — R3

Exercice 21 Soit f : (@,bc,d) — (3a+b,2b+2c,c+3d) °

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.
(b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).

(¢) Déterminer 'image de f, puis donner une base de Im(f).

fr M3i(R) — M1 (R)
. . T T+y—=z
Exercice 22 Soit y — 27 +y — 3z

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.

)
b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).
¢) Déterminer I'image de f, puis donner une base de Im(f).

)

(
(
(

d) L’application f est-elle bijective 7
f : Mg,l(R) — M2,1<R)
Exercice 23 Soit x T—y—2z .
Y — _9
z y—az

(a) Montrer que f est une application linéaire.
(b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).
(¢) Déterminer I'image de f, puis donner une base de Im(f).

1 2 ) etf: MgJ(R) — MQJ(R)

Exercice 24 OnposeA:(O 3 ¥ e AX X -

(a) Montrer que f est une application linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.
(b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).
(¢) Déterminer 'image de f, puis donner une base de Im(f).
o Maa(R) — My, (R)
a a—b

Exercice 25 Soit a—c

b

c d
d b

(a) Montrer que f est une application linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.
(b) Déterminer le noyau de f et donner la valeur de dim(Ker(f)).

(c) Déterminer I'image de f, puis donner une base de Im(f).
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Exercice 26 Soit A = < 1

—_ =
~_

(a) Déterminer le rang de A.
(b) En déduire le noyau de A.
(¢) L’application linéaire f canoniquement associée a A est-elle bijective ? Si oui, déterminer f~1.
1 1 2
o Exercice 27 Soit A= 1 2 3
1 2 3
(a) Déterminer le rang de A.
(b) Déterminer le noyau de A et donner une base de Ker(A).
Exercice 28 Soit A = (ai;)(i)e[1,n]2 € Mn(R) telle que pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; =i+ j.
Déterminer rg(A).
e Exercice 29 Soit A = (a; ;) j)e[1,n)2 € Man(R) telle que pour tout (i,5) € [1,n]?, a;; =i+ j + ij.
Déterminer rg(A).

e Exercice 30 Soit n € N* et (eq,...,e,) la base canonique de R™.
N R™ — R"
Soit :
(x17"~7xn717$n) — (0,371,...,.%'77,71)

(a) Montrer que f est linéaire.

(b) Déterminer Ker(f) et en déduire rg(f).

(¢) Pour tout k € [1,n], on note f* = fo---o f. Déterminer, pour tout k € [1,n], la valeur de rg(f*).
—_—

k fois
Exercice 31 Soit n € N* et (eq,...,e,) la base canonique de R™.
. n n
Soit I R — R .
(l‘l,...,l‘n) — (.’En,...7.’171)

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer f o f.
(b) Déterminer Ker(f) et rg(f).
Exercice 32 Soit n € N* et (ey,...,e,) la base canonique de R™.
Soit f : R™ — R™ une application linéaire telle que f(e1) = Ogn et pour tout i € [2,n], f(e;) = ie;—1.
(a) Déterminer Im(f).
(b) Déterminer Ker(f).
(¢) L’application f est-elle injective ? surjective ?
e Exercice 33 Soit f : R — R"™ une application linéaire.
(a) Montrer que Ker(f) C Ker(f o f).

)
(b) Montrer que Im(f o f) C Im(f).
(¢) Montrer que Ker(f) = Ker(f o f) <= Im(f o f) = Im(f).

e Exercice 34 Soit f: R™ — RP une application linéaire et (ey,...,e,) la base canonique de R™.
(a) Montrer que : f est injective <= (f(e1),..., f(en)) est une famille libre.
(b) Montrer que : f est surjective <= (f(e1),..., f(e,)) est une famille génératrice de RP.
(¢) Montrer que : f est bijective <= (f(e1),..., f(en)) est une base de RP.

e Exercice 35 Soit f : R® — RP et g : RP — R™ deux applications linéaires.

(a) Montrer que go f = 0 <= Im(f) C Ker(g).
(b) Montrer que rg(go f) < rg(g).
(¢) Montrer que rg(go f) <rg(f).
e Exercice 36 Soit A € M, (R). On suppose qu'il existe B € M,,(R) telle que AB =1,,.
Montrer que A est inversible et B = A~L.

Indication : considérer les applications linéaires f, g : R™ — R™ canoniquement associées a A et B.
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