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Quelques exercices supplémentaires

Enoncé

1. Résoudre I’équation vvx + 1 = z.
2. Résoudre les équations :
(a) |4 —2z| <8.
(b) |22 -1 >2.
3. Soit m € R. Résoudre (en fonction de m) I'équation z? + z + m(x — 1) = 0 d’inconnue réelle x.
4. (a) Reésoudre I'équation x* — 22 — 2 = 0.

(b) Résoudre I’équation = — \/x — 2 = 0.

5. Soit m € R. Résoudre (en fonction de m) I’équation (E) : £re - m, d’inconnue réelle x.



Corrigé partiel

1.

2.

Notons (E) I’équation v/x + 1 = x d’inconnue réelle z, et D son domaine.
Soit x un réel.

vz + 1 est bien défini si et seulement si x + 1 > 0, c’est-a-dire si et seulement si & > —1. Ainsi,
D =] —-1,4oc0].

Résolvons maintenant (F).
Soit x € D.

Idée : Sur le brouillon, on veut vraiment mettre cette égalité au carré pour faire disparaitre la racine. Mal-
heureusement, on n’obtient pas une égalité équivalente en mettant une égalité au carré en toute généralité
(il faut pour cela que les deuz membres aient le méme signe). On utilise donc une disjonction des cas,
pour traiter séparément le cas problématique (il faut se rendre compte ici qu’on le peut).

lecas: Sixz > 0.

Dans ce cas, par croissance stricte de z + x? sur R, et vaque z € Ry et /2 +1€R,, on a :

Vetl=2 < (Vz+1)? =22
= x4+ 1=2?
— 22—2z-1=0

Enfin, le polynome X2 — X — 1 admet pour discriminant 5 > 0 donc ses racines sont x; = 5 et
1-+5
To = .
2 2
Attention, ici on cherche les solutions positives de (E).
, , 1+6 , : . ,
Enfin, il est clair que 5 > 0 (comme somme puis quotient de nombres positifs). D’autre part, v/5 > 1

<0.

1-V5
2

(car 5> 1%) donc

Finalement, x est solution de (F) si et seulement si z = x1 ou & = x2, si et seulement si x = 1 (car > 0
et x9 < 0 montre x # x5.)

Conclusion partielle : 'unique solution positive de (E) est x; (on a bien x; € D).
2e cas : Sinon, z < 0.
Dans ce cas, I'égalité v/z + 1 = z est fausse car x < 0 et v/ + 1 > 0. Donc z n’est pas solution de (E).

Conclusion partielle : (E) n’admet pas de solutions négatives.

1 )
Conclusion : on a donc montré que I'unique solution de (E) est 1 = +2\f.
(a) Notons (E7) I'inéquation définie sur R par |4 — 2z| < 8.
Soit £ € R. On a la chaine d’équivalence :
4—2x| <8 «<— —8<4x—-2<8 (1)
= —6<4x<10 (2)
3 5
<<
= —S<u<y 3)

(car 4 > 0).

Donc ’ensemble des solutions de (E;) est [fg, §]
2°2




(b) Notons (E3) : [#2 — 1| > 2 I'inéquation considérée, d’inconnue réelle z et définie sur R.

Soit z € R. Par équivalence :

|22 —1]|>2 <= 22 —1< 2ouz?—1>2 (4)
— < —-louz?>3 (5)
L2 3 6)
— < —V3ouz>V3. (7

(1) : Tout carré est positif, donc 2% < —1 est faux.

Attention a la derniére équivalence, classique mais meurtriere dans les DS (beaucoup d’éléves oublient

r<—V3).

Ainsi, 'ensemble des solutions de (E3) est | — 0o, —v/3[U]v/3, +ocl.

3. C’est une équation polynomiale du second degré, rien de plus.
Notons (E) 'équation définie sur R par 22 +z +m(z — 1) = 0 (m est fizé par I’énoncé).
On peut réécrire (E) : 22 + (m + 1)z —m = 0 qui est une équation polynomiale du second degré. Son

discriminant est A = (m + 1)? 4+ 4m = m? + 6m + 1. Etudions son signe.

—6 — V32
Le polynéme X2 + 6X + 1 admet pour discriminant A’ = 32 donc admet pour racines m; = — =

—3 —2v2 et my = —3 + 21/2. Son coefficient dominant étant positif, ce polynéme est strictement négatif sur
[m1, ma] (car m1 < mgy car 2¢/2 > 0), nul en m; et mo, et strictement positif sinon (il m’arrive de ne pas faire
de tableau de signes dans mes corrections car ils sont pénibles & taper, mais, a la main, n’hésitez pas).

Reprenons la résolution de (E).

le cas : Si m € [my,m2]. Dans ce cas, A < 0 donc ’équation (F) n’admet pas de solutions.

: . . m+1
2e cas : Sim =m; ou m = mg. Dans ce cas, A =0 donc (E) admet une unique solution : ————.

3e cas : Sinon, m €]—o00, m1[U]ms, +00[. Dans ce cas, A > 0 donc (F) admet deux solutions (distinctes):

—(m+1)—\/m2+6m+1etx —(m+1)+vm2+6m+1
2 = .
2 2

xr1 =

Conclusions :

e Sim €] —3—2v2,-3+ 22, alors (F) n’admet pas de solutions.
—3-2v2+41
% =14 ﬁ

e Sim = —3 — 22, 'unique solution de (E) est —

e Si m = —3+ 2v/2, 'unique solution de (E) est 1 — 2v/2.
—(m+1)—vm2+6m+1 ot —(m+1)++vm?+6m-+1
2 2 '

e Sinon, (E) admet deux solutions distinctes :

— fin —



