Lycée Hoche TD de mathématiques n°2 : 2024-2025
ECGL A Geénéralités sur les fonctions réelles — Mathématiques

Pour commencer

Propriétés des fonctions réelles

Exercice 1 Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes.
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Exercice 2 Soit f: R — Ret g: R — R deux fonctions réelles.
(a) Montrer que si f et g sont croissantes sur R, alors f + g est croissante sur R.
(b) Montrer que si f et g sont croissantes et positives sur R, alors f x g est croissante sur R.
(¢) Montrer que si f et g sont décroissantes sur R, alors f + g est décroissante sur R.
(d) Montrer que si f et g sont décroissantes et positives sur R, alors f x g est décroissante sur R.

Exercice 3 Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions bornées. Montrer que f 4+ g et f X g sont
bornées.
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Exercice 4 On considére la fonction f : R% — R définie pour tout x € RY par f(z) =z + —.
T

(a) Montrer que f admet un minimum sur R et déterminer la valeur de ce minimum.

(b) La fonction f est-elle bornée sur R¥ 7

x —x

er —e

prpr— Calculer f(x)+ 1 et f(x) — 1 pour tout réel z, puis
et +e "

Exercice 5 Pour tout € R, on pose f(x) =

en déduire que f est bornée sur R.

Exercice 6 Pour tout z € R, on pose f(z) = e *In (1 + €®). Montrer que pour tout ¢t € Ry,In(1 +1¢) <t¢. En
déduire que f est bornée sur R.

x
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Montrer que f est admet un minimum sur R* , et déterminer la valeur de ce minimum. On pourra utiliser un
tableau de variation.

Exercice 7 Soient a,b € R*. On consideére la fonction f : R} — R définie pour tout = > 0 par f(z) = g+

—x

xercice ontrer que la fonction définie sur ar T n’est ni paire ni impaire.
E 8 Montrer que la fonction défi Rp > ‘est ni p p

1+e®

Exercice 9 Parité, imparité : on parle des "propriétés de symétrie”. Etudier les propriétés de symétrie de la
e’ —e "

fonction f: R — R définie par f(z) = ———.

f par f(z) = = pm
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1+z

Exercice 10 On considére la fonction f définie par la formule f(x) = In ( ) Etudier les éventuelles
propriétés de symétrie de f.

Exercice 11 Soit f : R — R une fonction paire. Etudier les propriétés de symétrie des fonctions z — zf(x)
et x — 22 f(z).

Exercice 12 Déterminer les fonctions dérivées des fonctions ci-dessous (on précisera les domaines de définition
et de dérivabilité ).
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Exercice 13

(a) Montrer que pour tout z > —1,In(1 + ) < x a I’aide d’une étude de variations.

(b) En déduire que pour tout > —1,In(1+z) > 1 _T_ . Indication : on pourra appliquer le résultat précédent
N x x
a — .
1+

Exercice 14 Montrer que pour tout x € Ry, 1+ z + %2 < e” alaide d’une étude de variations.

Exercice 15 On considére les fonctions f et g définies par les formules f(z) = Va2 — let g(x) = v/1 — 22.

Déterminer les domaines de définition Dy, Dy, Dyoy de f, g et go f et calculer go f. Que peut-on dire de fog
”

Exercice 16 Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine de définition de la fonction composée g o f
et écrire la formule donnant cette fonction. Méme consigne pour la fonction composée f o g.
(a) f(z) ot et g(x) = a? (¢) f(x) =8a®—6z+1let g(x) =z
x

®) f(z) =In(l +2) et gla) =21 (d) f() =In(e* +1) et g(z) =In(e" — 1)

Exercice 17 Soient f: R — R et g : R — R deux fonctions.
(a) Montrer que si f est paire, alors g o f est paire.
(b) Montrer que si f est impaire et g est paire, alors g o f est paire.
(¢) Montrer que si f est impaire et g est impaire, alors g o f est impaire.
Exercice 18 On considére la fonction f définie par la formule f(z) = (22 — 1) V4 — 22
(a) Déterminer le domaine de définition D de f.

(
(c

)

b) Etudier les éventuelles propriétés de symétrie de f.
) Déterminer le domaine de dérivabilité D’ de f et calculer f/(z) pour tout z € D'.
)

(d) En déduire les variations de f sur D et montrer que f est bornée sur D.

Valeur absolue

Exercice 19 Résoudre les équations et inéquations suivantes.

(a) lx—2|=1 (c) 222 +2—1|=3—2 (e) |22 +z—2|>=x
() [z =1 =2+5 d) |z —2| <=z (f) |2 =3z +2| < |z -2

Exercice 20 Tracer les représentations graphiques des fonctions suivantes :
(a) z+— |z +2] (b) v+ |22 — 2 —2| (¢) z+— | Inz]

Exercice 21 On considére la fonction f définie par la formule f(z) = |m - %|

(a) Déterminer le domaine de définition Dy de f et étudier ses propriétés de symétrie.
(b
(

Cc

our tout « € Dy, exprimer f(z) sans utiliser de valeur absolue.

P
Etudier les variations de f sur son domaine.

)
)
)
(d) Résoudre les équations f(x) =0 et f(z) = 2, d’inconnue x € Dy.

n

Exercice 22 Soit z € [-1,1] et o € R%.. Pour tout n € N*, on pose u, = £;

ne

Montrer que la suite (uy), .y~ €st bornée en montrant :

3IM € R,Vn € N*, |u,| < M.



Partie entiére
Exercice 23 Mountrer que : Vz € R,Vp € Z, |x + p| = |z] + p-
Exercice 24 Déterminer ’ensemble des entiers naturels n tels que n = 2 L%J
Exercice 25 Résoudre les équations et inéquations suivantes.
(a) |22] =1 (c) [224+1] =2 (e) |22 —4] <5
) |3z+1] =2 (d) [2z—-1] >2 (f) [4z(1—2)] >0

Exercice 26 Pour tout « € R, on pose F'(z) = z— |«] (on dit que F est la fonction partie fractionnaire).
(a) Montrer que la fonction F' est bornée sur R.
(b) Démontrer que pour tout x € R, F(x 4+ 1) = F(x).
(¢) Tracer la représentation graphique de la fonction F' sur lintervalle [0, 1.
(d) En déduire la représentation graphique de la fonction F sur lintervalle [—5, 5].
Puissances généralisées
Exercice 27 Résoudre 'équation 2V* = (,/x)*.
Exercice 28 On considére la fonction f définie par f(x) = (1 + x)*.
(a) Rappeler la définition de la quantité (1 + x)” et en déduire le domaine de définition Dy de f.
(b) Etudier les variations de f sur Dy¢. En déduire le meilleur minorant possible de f sur Dy.
Exercice 29 Etudier les variations de la fonction f(z) = 2™ sur son ensemble de définition.

Exercice 30 Etudier les variations de la fonction définie par la formule f(z) = x= sur son domaine de définition
et en déduire qu’il s’agit d’une fonction bornée. En déduire la plus grande valeur de {/n pour n € N*.

Exercice 31 Soit a € R\{0,1}. Pour tout = € R%, on pose f(z) = (z +1)* — z.

Etudier le signe et les variations de f sur R7.

Pour continuer

Propriétés des fonctions réelles

Exercice 32 Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes.

(a)x,_h/g_,_\/g (¢) x+—In(1 —z) +1n(1 + z)

(b) x— SFe (d) x— In (2% +z —12)

eT —e—T

Exercice 33 Montrer que la fonction définie par la formule f(z) = e~*!"% est bornée sur son domaine. On
pourra utiliser un tableau de variation.

Inz

Exercice 34 Montrer que la fonction définie par la formule f(z) = e = est bornée sur son domaine.
Exercice 35 Démontrer que pour tout = € R, (f:c + \/m) (az + \/m) =1.

Etudier les propriétés de symétrie de la fonction g définie par la formule g(z) = In (z 4+ V22 + 1).
Exercice 36 Soit D C R un ensemble symétrique par rapport & 'origine et f : D — R une fonction.

(a) Montrer qu'il existe une unique fonction p : D — R et une unique fonction i : D — R telles que p est
paire, i est impaire et f = p + 1.

(b) Déterminer explicitement p et i dans le cas ou f est définie sur ] — 1,1 par la formule f(z) = /1%L
-1

Exercice 37 Soit n € N*. Pour tout z € R, on pose f(z) = (z+1)"+ (z—1)" et g(x) = (z+1)" — (x
Etudier les propriétés de symétrie de f et g.

)"

Exercice 38 Déterminer les fonctions dérivées des fonctions ci-dessous (on précisera les domaines de définition
et de dérivabilité ).



(a) I e 22 (c) x%ln(z—ﬁ—\/;ﬂ?—i—l) (e) x L—%

b)) —In(1+e ™) (d) z+— In(z+ V22— 1) (f) x—=> Va2 —-2x-1

Exercice 39

(a) Montrer que pour tout z € R, e” > 1+ z & l’aide d’une étude de variations.

(b) En déduire que pour tout = € R, e* <1+ xe®. Indication : on pourra appliquer le résultat précédent.
Exercice 40 Montrer que pour tout z € Ry, In(1 + ) >z — ’”2—2 4 l'aide d’une étude de variations.
Exercice 41 Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine de définition de la fonction composée g o f
et écrire la formule donnant cette fonction. Méme consigne pour la fonction composée f o g.

(a) flz) = {5 et g(2) = 5 (c) flz) =257 et g(a) = 52

b) f(x)=2%et g(z) =e° (d) f(z) =2 -2z —3 et g(z) =In(x)

—~

Valeur absolue

Exercice 42 Résoudre les équations et inéquations suivantes.

(a) B—z|=2-1 (e) |1 —a?|=|z+1 (@) |z =1 > |z + 1]
®) Jo+1] = 20— 1) () =3 > 1 (G) 1-a?| <22
(c) 2z+1=1-= (9) |z + 3] > |3z +1]

(d) |3—a?| = (h) 3z +1] <4

Exercice 43 Soient z € R et y € R.

(a) Montrer que |z < |z —y| + |y| et [y < [z —y| + |z].

(b) En déduire que |z — y| > ||| — |y|| (seconde inégalité triangulaire).
Exercice 44 Pour tout x € R, on pose f(z) = e~ I7l.

(a) Etudier les propriétés de symétrie de f.

(b) Pour tout x € R, exprimer f(x) sans utiliser de valeur absolue.

(¢) En déduire le signe et les variations de f sur R, puis tracer sa courbe représentative.
Exercice 45 Pour tout z € R, on pose f(z) = |z — 2| + |z| + |z + 2].
En distinguant des cas de maniére appropriée, exprimer la fonction f sans utiliser de valeur absolue.
Tracer ensuite soigneusement la représentation graphique de la fonction f.
Résoudre enfin les équations f(z) = —2 et f(x) = 6 ainsi que les inéquations f(x) <5 et 6 < f(x) < 8.

Exercice 46 Soient a,b € R tels que a < b. On considére la fonction f définie pour tout x € R par

f(x) = |z —al — [z - 0.

Montrer que la fonction f est bornée sur R (déterminer le meilleur minorant et le meilleur majorant).

Exercice 47 Soient a,b € R tels que a < b. On considére la fonction f définie pour tout x € R par :

f(@) = |z —al + [z —b].
(a) En distinguant trois cas appropriés, donner une expression de f(z) sans utiliser de valeur absolue.
(b) Déterminer le tableau de variations de la fonction f sur R et tracer la courbe représentative de f.

(¢) Montrer que pour tout z € R, |x —a| + |z — b > b—a.



Partie entiére

n

Exercice 48 Soit 2 € R et n € N*. Montrer que LMJ = |z].

Exercice 49 Résoudre les équations et inéquations suivantes.

(a) [1- J: (e) [z) == (i) 2lz+1] <3
() lvz] = (f) [-=] <1 () 4|22 +2] <5
(c) [1-2z] = (9) [2—2] <1

(d) |2*+ 2z — J—O (h) |22 +2z—1] >0

Exercice 50 Pour tout z € R, on pose f(z) = (z — |z])(1 —x + |z]).
(a) Tracer la courbe représentative de f sur l'intervalle [0, 1].

(b) Etudier les éventuelles propriétés de symétrie de f. Tracer la courbe représentative de f sur lintervalle
[717 1}

(¢) Montrer que pour tout = € R, f(z + 1) = f(x). En déduire le tracé complet de la courbe représentative
de f sur lintervalle [—5, 5].

Puissances généralisées
Exercice 51 Etudier les variations de la fonction f(z) = 2®” sur son ensemble de définition.
Exercice 52 Etudier les variations de la fonction f(z) = (CEI)Q sur son ensemble de définition.

Exercice 53 0On souhaite déterminer, s’il en existe, les valeurs a € N* et b € N* avec a < b telles que a® = b°.
On consideére la fonction f : R% — R définie pour tout « > 0 par f(x) = e

(a) Soient a,b € N*. Montrer que a® = b* <= f(a) = f(b).
(b) (i) Calculer f'(x) pour tout z > 0 et dresser le tableau de variations de f sur RY.
(i1) Dresser également le tableau de signe de f sur RY.
(c) Soient a,b € N* tels que a < b. A I'aide de la question (b), montrer que f(a) = f(b) = a = 2.
(d) Montrer par récurrence que : ¥Vn € N>5, 2" > n?.

(e) Conclure en donnant toutes les solutions du probléme posé.



