Chapitre 5 : Fonctions polynomiales

ECG1 A, Lycée Hoche

I. Fonction polynémiale, unicité des coeflicients

1. Notion de fonction polynomiale

Définition 1. On appelle fonction polynomiale, ou polyndéme, toute fonction f : R — R telle qu’il
existe n € N et des réels ag,aq,...,a, vérifiant :

vz € R, f(z) = apz™ + 12" '+ 4 artag= Zakxk.
k=0

On note R[X] ou parfois R[z], 'ensemble des fonctions polynomiales.
Pour tous réels ag, ..., a, (ot n € N), on notera f(X) = a, X" + a,_ 1 X" '+ ... +a1X + ag, ou

encore f(X) = Z apX*, la fonction polynomiale f donnée par :

k=0
n
Ve e R, f(x) = Zakxk.
k=0
Remarque. On introduit ici implicitement une notation : la lettre X est un symbole appelé

l’indéterminée permettant de définir des polynomes "sans quantifier". Par exemple, on peut écrire :
" Soit f le polyndme f(X) =2X%+5X+1",ou" Soit f(X)=2X2+5X +1 € R[X] " au lieu de "Soit
f la fonction définie sur R par f(z) = 222 + 5z + 1".

Remarque. Il est toléré d’écrire "Soit f(x) = 32 +1 € R[z] pour définir le polynome f(X) =3X2+1, a
condition que la variable x ne soit pas fixée avant, ce qui est souvent le cas. On évitera donc cette formule,
et on évitera également de nommer une variable X, afin d’éviter toute confusion avec 'indéterminée de
R[X].

—

, . R . . .
Exemple 2. (i) La fonction nulle . est une fonction polynomiale, comme on peut le voir

0
en posant n = 0 et ag = 0 selon les notations de la définition ci-dessus.

(7¢) Une fonction affine est une fonction de la forme x — ax + b, pour a et b réels. C’est une fonction
polynomiale. Toute fonction constante est une fonction affine, donc un polynoéme.

(iii) Les polynomes de la forme z +— az? + bx + ¢ avec a # 0 sont appelés trinomes du second degré, ou
fonction polynomiale de degré 2.

(iv) La fonction définie sur R par z — 212 — 22% + 1 est polynomiale.

Définition 3. On appelle polynome nul, et on note Og[x], la fonction ]f : E)R .

Définition 4. On appelle monome tout polynéme de la forme aX*, avec k € N et a € R.
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Remarque. D’aprés la définition, deux polynémes f et g sont égaux si et seulement s’ils sont égaux en
tant que fonction, i.e. ssi :

Vr e R, f(z) = g(x).
Remarque. On veut définir, par exemple, le degré d’une fonction polynomiale, la notion de coefficient,
dont vous avez déja entendu parler. Mais il y a un petit soucis logique pour en parler a ce stade. Il
n

faut au préalable démontrer un théoréme nous assurant que 'expression f(X) = Z ap X" que lon peut

k=0
donner d’une fonction polynomiale f est unique, sans quoi on ne pourrait parler du coefficient de f d’un
certain degré, ni méme du degré de f. Par exemple, si I’assertion suivante (qui est fausse) était vraie :

Ve eR,322+1=8zx+1

alors le polynome z + 322 + 1 = 8z + 1 serait-il dit de degré 1 ou 27

2. Théoréme d’identification des coefficients

On va démontrer I'unicité de "’expression polynomiale" d’une fonction polynomiale. Commencons par
le polynéme nul.

Proposition 5. Soit f(X) = Zaka une fonction polynomiale. Alors, il est équivalent de dire :
k=0
(i) f est le polynome nul, ie :
Vz € R, f(zx) =0.

(ii) ap=a1=...=a, =0.

Démonstration. A noter. [

Théoréme 6. (Théoréme d’identification des coefficients.) Soient n,m des entiers tels que

m>mn, et ag,a,...a, et by,by,..., by, des réels. Il est équivalent de dire :
n m
(i) Yz € R, Zakxk = Zbkxk, et
k=0 k=0

(it) Yk € [0,n],ar = by et Vk € [n+1,m], b, =0

Démonstration. A noter. [

Remarque. La contrainte "m > n" n’en est pas une, quitte a échanger les roles des ay et des bg. De
plus, si m = n, la proposition "Vk € [n+ 1, m], b, = 0" est vide de contrainte (car [,n + 1,m] = 0) donc
considérée comme vraie.

Exemple 7. Existe-t-il des réels a et b vérifiant la proposition suivante ?

Ve €R,(a+b)z*+ (a—br+2a=2+1

Théoréme 8. (Théoréme d’unicité des coefficients.) Soit f une fonction polynomiale non
nulle. Alors, il existe un unique entier n et d’uniques réels ag,ay,...,a, tels que a, # 0 et :

Ve eR, f(x) = Zakxk.
k=0

n
Autrement dit, il existe une unique écriture de f sous la forme f(X) = Zaka telle que a,, # 0.
k=0

Démonstration. A noter. [0
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3. Premiéres généralités sur les polyndémes

On peut enfin parler convenablement des polyndmes.

n
Définition 9. Soit P un polynéme non nul, et P(X) = Z a, X" Punique expression polynomiale

k=0
de P telle que a,, # 0 (ou n € N), bien définie d’apreés le théoréme d’unicité des coefficients.

(i) Pour tout k € [0,n], on dit que ay, est le coefficient de degré k de P.

(ii) L’entier n est appelé le degré de P, noté deg(P). On pose également deg(Og[x]) = —o0.

(ii7) Les monomes a, X" sont appelés les termes de P.
)

On dit que a, X™ est le terme de plus haut degré de P. a,, est appelé le coefficient dominant
de P. ag est appelé le coefficient constant de P.

(iv

(v) Sia, =1, on dit que P est unitaire.

Remarque. Notation : On note R, [X] ’ensemble des polynomes de degré au plus n, pour tout entier
n. Par exemple, X3 +1 € Ry[X], X5 —1 ¢ Ry[X] et X%+ X +1 € Ry[X].

n
Remarque. Attention, si P(X) = Z ap X" est un polynome, alors P n’est pas nécessairement de degré

k=0
n et de coefficient dominant a,,. Il faut pour cela que a,, # 0.

Par exemple, 0X° + 3X + 1 est de degré 1, de coefficient dominant 3.

n
Remarque. Soit P(X) = Z apX® = a, X"+ ...+ a1 X + ag un polynome, tel que a,, # 0. P est donc
k=0
de degré n. Mais on peut écrire, pour tout entier m > n :

m
P(X)= Zaka =™ F a1 X"+ an X"+ . 4+ a1 X + a.
k=0

& condition de poser ant1 = apt2 = ... = a,, = 0. Ainsi, pour tout k& > n, on dit que le coefficient de

degré k de P est nul (ici, ar = 0 pour k > n).

Exemple 10. Considérons le polynome P(X) = 8X?2 + 4X3 + 1. Pour rendre cette expression plus
lisible, on écrit :

P(X)=4X+8X*+1.

P est donc de degré 3, de coefficient dominant 4, de coefficient constant 1. Son coefficient de degré 1 est
nul.

Définition 11. Soient P un polynéme, et r € R. On dit que r est une racine réelle (ou racine) de
Psi P(r)=0.

Exemple 12. Soit f(X) = 2X? — 1. Alors, f(1) = 1 donc 1 n’est pas racine de f, et f(—=) = 0, donc

1
V2
1

— est (une) racine de f.

V2

Remarque. La notion de "racine" est réservée aux polynomes.

Les fonctions polynomiales sont, comme on I’a déja vu, dérivables. On remarque que la dérivée d’un
polynoéme est & nouveau un polyndme.

Page 3



Cours de mathématiques, ECG1 A, Lycée Hoche. 2023-2024

Proposition 13. Soit f : R — R une fonction polynomiale. Alors, f est dérivable sur R. Si de
plus ag, . ..a, sont des réels (pour un certain n € N) vérifiant

Ve e R, f(z) = Zakxk
k=0

alors f' est le polynéme donné par :

kapz® 1 sin#£0
Vz € R, f'(z) = ,;1 g 7

0 sinon

Démonstration. Sera démontrée dans le chapitre sur la dérivabilité. [

Remarque. Ainsi, tout polyndéme est dérivable, et la dérivée d’un polynéme est un polynéme. On en
déduit, par récurrence, que les fonctions polynomiales sont indéfiniment dérivables. De plus, si f(X) =

Z apX* € R[X], alors la dérivée d-iéme de f est :
k=0
n
FD="k(k—=1)... (k—d+ 1)ap X*
k=d
si d est un entier inférieur a n, et f(4 = Or(x) si d > n.

II. Fonctions affines, trin6mes du second degré

1. Fonction affine

Définition 14. On appelle fonction affine toute fonction polynomiale de degré au plus 1. Ainsi,
f : R — R est une fonction affine si et seulement s’il existe deux réels a et b tels que :

Ve € R, f(x) = ax +b.

On dit que a est le coefficient directeur de f, et b est son ordonnée a l’origine.

Remarque. Avec ces notations, f(0) = b donc b est bien l'ordonnée du point d’abscisse 0 de la courbe
représentative de f, d’ou la terminologie.

Remarque. On peut démontrer qu’'une fonction est une fonction affine si et seulement si sa courbe
représentative est une droite non paralléle & "axe des ordonnées. Pour cette raison, on dit aussi que a
est la pente de de la droite représentative de la fonction affine f(X) = aX +b.

Remarque. Plus sur la pente d’une droite.

La pente d’une droite, représentée ci-contre, est par
définition la variation d’ordonnée correspondant &
une variation de 1 en abscisse. Si cette droite est
la courbe de f(X) = aX + b, alors les points C
et D représentés ont des cordonnées de la forme
C = (z¢, f(zc)) et D = (z¢ + 1, f(zc + 1)). La
pente de cette droite est donc :

flec+1) = f(ze) = alzc+1)+b—(azc +b) = a.

C= (EC:yU)
D = (zp,un) cap=zo+1

/ yp=elzgc+1l)+b=azc+b+ta=yc+a

0 1 2 3 4 5
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Proposition 15. Soit f(X) = aX + b une fonction affine. Alors :
(i) Sia>0, alors f est strictement croissante.
(ii) Sia =0, alors f est constante.

(iti) Si a <0, alors f est strictement décroissante.

Démonstration. La dérivée de f est le polynome f'(X) = a. On conclut par le théoréme liant la

monotonie de f au signe de sa dérivée sur l'intervalle R. [

Remarque. Soit a et b deux réels tels que a # 0. Alors, pour tout réel x :

b
ar+b=0 << z=—-—.
a

Cela donne l'intersection entre I’axe des abscisses et la courbe représentative d’une fonction affine non

constante.

Remarque. Les courbes représentatives des fonctions affines z +— ax + b sont résumeées ci-dessous.

Casa>0 Casa=0 Casa<0

(0.
(0,8)
[/

2. Polynémes du second degré

Pour les polynémes du second degré, il y a plus de choses & dire. Tout d’abord :

Remarque. Soient a,b,c des réels. Dire que le polynéme f(X) = aX? + bX + ¢ est un polynéome du

second degré est équivalent a dire a # 0.

Définition 16. Soit (a,b,c) € R? tel que a # 0. Considérons le polynéme du second degré
f(X)=aX?4+bX +c.

Alors, on dit que aX? + bX + c est la forme développée de f.

a) Forme canonique

Proposition 17. (Et définition.) Soit f(X) = aX?+bX +c un polynome du second degré. Alors,
il existe d’uniques réels o et B tels que :

Vz € R, f(z) = a(z — a)® + B.

Lécriture f(X) = a(X — a)? + B est appelée la forme canonique de f.

Démonstration. En annexe. O

Remarque. Dans cette démonstration, on a démontré que la forme canonique d’un polynéme du second

degré f(X) =aX?+bX +cest
fX)=aX —a)’+8
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avec : )
b dac—b
@ 2a ot 4a

Remarque. En plus de mettre en évidence les racines d’un polynéme du second degré, la forme canonique
met en évidence ses variations, comme on va le voir dans les sous parties suivantes.

b) Discriminant et racines

La forme canonique met en évidence la proposition suivante.

Proposition 18. (Et définition.) Soit f(X) = aX? +bX + ¢ un polynéme du second degré.
Si b® — 4ac < 0, alors f n’admet pas de racine réelle.
Le réel b2 — 4ac est appelé le discriminant de f.

Démonstration. En annexe. [

Allons un peu plus loin.

Proposition 19. (Et définition) Soit f(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme du second degré.
Supposons le discriminant A de f positif.
—b— VA b+ VA

t xo = ————. Alor.

Posons xt1 = ——— et a2 S :
2a

2a
Vr e R, f(z) = a(z — 1) (z — z2).
On dit que f(X) = a(X — 21)(X — x2) est la forme factorisée de f.

Démonstration. En annexe. O

Remarque. La forme factorisée d’un polynéme du second degré de discriminant strictement négatif est,
par définition, sa forme développée.

Proposition 20. Soit f(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme du second degré. Notons A = b*> — 4ac
le discriminant de f. Alors :

(i) Si A >0, f admet exactement deux racines x1 et xo données par:

—b— VA _ b+ VA

=——e&¢t
o 2a v 2a

b
(ii) Si A =0, alors f admet pour unique racine ~%
a

Démonstration. En annexe. [

Remarque. Cela démontre au passage I'unicité d’une forme factorisée d’un polynéme du second degré
f. 81 f(X) = k(X —u)(X —v) pour certains réels k, u et v, alors u et v sont exactement les racines de
f, et k est le coefficient dominant de f (en exercice).

1
Remarque. Par factorisation : Vo € R, 322 —2 = 2(3x—1) = 3z(z— §) On a donc ’égalité polynomiale

3X27X:3(X70)(X7%)

1 1
donc la forme factorisée de 3X2 — X est 3X (X — §) et ses racines sont 0 et 3

De méme, X2 +4X +4 = (X + 2)? donne la forme factorisée de X2 + 4X + 4, et son unique racine est
—2.

On pourra, dans le cas d’une factorisation évidente, éviter d’utiliser le discriminant.
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Enfin, la forme factorisée d’un polynéme du second degré nous permet de voir ce qu’on appelle les relations
coefficients-racines.

Proposition 21. Soit f un polynéome du second degré de discriminant positif. Notons f(X) =
aX? +bX + ¢ sa forme développée et x1, x5 ses racines (avec éventuellement x1 = w5 si A = 0).

Alors :
—b

a

xr1 + T2

c
T1T2 = —
a

Démonstration. A noter. [0

Exemple 22. (cas d’une racine évidente)Considérons le polynéme P(X) = 2X%2 + X — 1. On
remarque que —1 est racine de P. D’aprés les relations coefficients-racines ci-dessus, ’autre racine x5 de

-1 1
P vérifie (—1)zo = - donc la 2e racine de P est 3 La forme factorisée de P est donc :

P(X) = 2(X + 1)(X — %).

Exercice 23. Factoriser les polyndmes suivants :
(i) 6X2%—-3X
(i7) 2X2 - X —1

(i11) X2 - X +1

(iv) —X2— X +6

¢) Variations et signe d’un polynéme du second degré

Proposition 24. Soit f un polynéme du second degré, de forme canonique f(X) = a(X — a)? + 3.

(i) Si a > 0, alors f est strictement décroissante sur | — 0o, q] et strictement croissante sur
[, +o0l.
i) Si a < 0, alors f est strictement croissante sur | — 0o, et strictement décroissante sur
ii) Si 0, al t strict t ] ¢ t strict t décroi t
[a, +o0].

De plus, f admet un extremum en o valant (5.

Démonstration. On a Vz € R, f(z) = a(z — «)? + 8 donc en dérivant :
Vz € R, f'(z) = 2a(x — ).

Le tableau de signe de f’ est alors évident en fonction du signe de a, on en déduit de suite les variations
de f. O
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Proposition 25. Soit f un polynéme du second degré. Notons A son discriminant et a son coeffi-
cient dominant.

(i) Si A <0, alors [ est de signe (stricte) constant sur R, du signe de a.

(ii) Si A = 0, soit xg l'unique racine de f. Alors, le tableau de signe de f est donné, selon le
signe de a, par :

Cas a >0 Cas a <0
x -00 X0 “+00 x -00 X0 —+00
f(=) + 0+ f(z) - 0 -

(iii) Si A >0, soient x1 et xo les deux racines de f, telles que x1 < xo. Alors, le tableau de signe
de f est donné, selon le signe de a, par :

Casa>0 Cas a <0
x -00 xr1 T2 “+0o0 x -00 €1 X9 —+00
f(z) + 0 - 0 + f(x) -0 + 0 -

Démonstration. En annexe. [

d) Bilan : tracé des graphes des polynémes du second degré

Nous allons représenter ’allure du graphe d’un polynéme du second degré f. Notons pour cela :
(i) sa forme développée f(X) = aX?+bX +c
(i7) sa forme canonique f(X) = a(X —a)?+ 8

(#i7) son discriminant A
)

(iv) sa forme factorisée f(X) = a(X — x1)(X — x2) si A > 0, avec 11 < T2, ou f(X) = a(X — x0)? si
A=0.

Représentations graphiques & noter, en fonction des signes de A et de a.
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III. Arithmétique des polynémes

1. Remarque sur les polynémes et les opérations
Soient P et @ deux polyndmes et A un réel.

On remarque immeédiatement que les fonctions P + Q, PQ et A - P sont également des polyndémes. On
dit que 'ensemble R[X] des polynomes est stable par somme, produit, et multiplication scalaire.

Plus précisément, si P et () sont donnés par

Zaka et Q Zkak
k=0

alors :

max(n,m)

(P+Q)X)= > (ar+0bp)X*

k=0

ot 'on a complété les coefficients non définis par 0 (par exemple, si on a m > n, on pose G,y =
Apy2 = ... = Gy, = 0 dans cette formule).

Par exemple, si P(X) =2X%2+5X +1et Q(X)=4X3+8X + 7, alors :

P+Q)(X)=0+4)X*+2+0)X*>+(5+8)X + (1+7) =4X> +2X> + 13X +8.

1l s’agit de simples factorisation par les puissances de X:

Vo € R, (P4 Q)(x) = 02 + 22 + 5z + 14+ 42® + 02? + 8z + 7
=0+4)z>+(2+0)2%+(B+8)x+ (1+7).

(it)
n+m
P00 = 32 (3 o)
k=0 \i=0
ou l'on a complété les coefficients non définis par O.
Cette formule plus difficile n’est que la généralisation d’un calcul simple que vous savez effectuer
(développer le produit, factoriser par les puissances de X).
Par exemple, si P(X) =2X2+5X +1et Q(X)=4X3+8X + 7, alors :
vz € R, (PQ)(z) = P(z)Q(x)
= (227 4 5z + 1)(42® + 02% + 82 + 7)
=2 x 42?3 + 2 x 02212 + 5 x 413 4 2 x 8% 4+ 5 x 022 4+ 1 x 42013
+2x 72?0 45 x 82 + 1 x 02972 + 5 x 720 41 x 82T + 1 x 7
puis en factorisant :
Vz € R, (PQ)(z) = (2x4)z°+(2x04+5x4) 24 (2x 845X 0+1x4) 23+ (2x T+5x8+1x0) 2+ (5x T4+1x8)z+1x 7,
ce que résume la formule précédente (en ajoutant des termes nuls afin d’avoir une formule valable
en toute généralité).
(7i7) De meéme, Z Aag) X
k=0

On en déduit assez simplement les propositions suivantes :
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Proposition 26. Soient P et QQ deux polynomes non nuls, de termes de plus haut degré respectifs
an, X" et b, X™.
(i) Sin #m, le terme de plus haut degré de P+ Q est :
e a, X" sin>m
e b, X™ sim>n
(ii) Sin =m, le coefficient de degré n = m de P + Q est a, + by, mais on ne peut conclure sur
le terme de plus haut degré de P + Q).

Exemple 27. Si P(X) = 13X2+ 1 et Q(X) = 2X + 1, alors le terme de plus haut degré de P + Q est
13X°2.

Mais si P(X) =5X% — X2 +2X +1et Q(X) = —5X3+ X2 — 1, alors
(P+Q)(X) = 2X.

Proposition 28. Soient P et QQ deux polynémes non nuls, de termes de plus haut degré respectifs
anX"™ et b, X™, de coefficients constants respectifs ag et by. Alors:

(i) le terme de plus haut degré de PQ est a,b, X"T™.
(ii) le coefficient constant de PQ est agbg.

Une conséquence de tout cela :

Proposition 29. Soient P et Q deux polynémes. Il est équivalent de dire :
(i) PQ = Or[x]
(ii) P = Op[x) ou Q = Og[x]

Démonstration. A noter. [0

Exemple 30. Si P(X) = 13X2 + 1 et Q(X) = 2X + 1, alors le terme de plus haut degré de PQ est
13 x 2X2 et son coefficient constant est 1 x 1.

2. Opérations et degré

Proposition 31. Soient P et Q deux polynémes. Alors:
(i) deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))

(i) Si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + @) = max(deg(P), deg(Q)).

avec les conventions :
Vn € N,max(n, —00) = n

max(—00, —00) = —00

Démonstration. A noter. O

Proposition 32. Soient P et Q deux polynémes. Alors :

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

avec les conventions :
Vn € N,n + (—00) = —00

(—00) 4+ (—o0) = —00.

Démonstration. A noter O

Proposition 33. Soit P un polynoéme et \ un réel. Alors :
(i) Si X#0, alors deg(AP) = deg(P).
(ii) Si A =0, alors AP = Og[x] donc deg(AP) = —oc.
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Démonstration. A noter. O

Proposition 34. Soit P un polynome. Alors,
(i) Sideg(P) > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.
(ii) Sinon, P est constant. Alors P' = Ogx) et deg(P’) = —oo.

Démonstration. A noter. O

Exemple 35. Montrons que I'unique polynéme P tel que
est le polynome nul.

Parfois, ces considérations sur le degré ne suffisent pas. Dans ce cas, il est souvent judicieux de consid-
érer le coefficient dominant des polynémes en jeux pour conclure, comme dans la preuve de toutes ces
propositions.

Exercice 36. Montrer que 'unique polynéme P tel que
P(X) +2X P'(X) = Og(x]

est le polynéme nul. On pourra, pour P non nul, considérer le coefficient dominant de P et en déduire
le coefficient dominant de P(X) + 2XP'(X).

3. Le théoréme de la division euclidienne

a) Rappel sur la division euclidienne des entiers

Théoréme 37. (de la division euclidienne.) Soient a et b des entiers relatifs, tels que b # 0.
Alors, il existe un unique couple d’entiers relatifs (q,r) tels que :

a=bqg+r

0<r<|b—1
On dit que q est le quotient de la division euclidienne de a par b, et que r est son reste. On dit que
a = bq + r est I’égalité de la division euclidienne de a par b.

Exemple 38. Posons la division euclidienne de 239 par 13.

b) Division euclidienne de polynoémes

Ce théoréme est admis, mais vous devez assimiler la pratique qui lui est associée : la division euclidienne
de polynomes.

Théoréme 39. (de la division euclidienne pour les polynomes.)
Soient A et B deuz polynomes, tels que B # Og|x. Alors, il existe d’uniques polynomes Q et R tels
que :

A=BQ+R

deg(R) < deg(B) — 1

On dit que Q est le quotient de la division euclidienne de A par B, et que R est son reste.
L’égalité A = BQ + R est appelée I’égalité de la division euclidienne de A par B.

En pratique, vous devez apprendre & poser une division euclidienne entre polynomes.

Exemple 40. (et explications) : A noter.
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c¢) Polynomes et divisibilité

Définition 41. Soient A et B deux polynomes. Oun dit que A divise B, et on note A|B si :

3Q € RIX], B = AQ

Exemple 42. X? —1=(X —1)(X +1) donc X +1|X? —let X —1|X% - 1.
Exemple 43. Par définition, pour tout polynéme P :
(i) Ogpx]|P si et seulement si P = Ogx]-.

(1) P|Og[x) est vrai, car Ogpx] = Og[x) P-

Proposition 44. Soient A et B deux polynémes, avec B non nul. Il est équivalent de dire :
(i) BlA, et

(ii) le reste de la division euclidienne de A par B est le polynome nul.

Démonstration. A noter. [

Ainsi, étant donné deux polyndémes A et B, pour savoir si B|A :
(7) Si A ou B est nul, on est dans un cas trivial et on se référe a ’exemple 43 ci-dessus.

(#¢) Sinon, on peut poser la division euclidienne de A par B et conclure, en fonction du reste obtenu.

4. Racines et factorisation

Il y a deux problématiques entremélées dans I’étude d’un polynome : la détermination de ses racines, et
la détermination d’une factorisation de ce polynome.

Proposition 45. Soit P un polynome et r un réel. Il est équivalent de dire :
(i) v est racine de P,
(ii) (X —r)|P, autrement dit : il existe un polynéme Q tel que P = (X —r)Q.

Démonstration. A noter. [
Voici pour vous l'intérét majeur de cette proposition.
Exemple 46. Soit P(X) = X% —5X2 +8X — 4.
(¢) Déterminer a vue une racine r de P (chercher une racine facile : —1, 0 ou 1 par exemple).

(i¢) En déduire une premiére factorisation de P de la forme P = (X —r)Q (poser la division euclidienne
de P par X —r).

(#i1) Factoriser P au maximum (factoriser ), qui est de degré 2, puis écrire la formule obtenue pour P).
Exercice 47. En suivant les mémes étapes, factoriser X3 — 4X? + X + 6.

5. Factorisation, racines distinctes et degré

Voici le clou du spectacle, le dernier théoréme de cette partie étant fondamental. 11 justifie qu’un polynéme
de degré n € N admet au plus n racines. Autrement dit, une courbe donnée par une équation polynomiale
de degré n croise au plus n fois I'axe des abscisses.
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Cette courbe ne peut pas représenter un polynome de degré inférieur 4 3.

(C’est la courbe représentative d’un polynome de degré 8.)

Proposition 48. Soit P € R[X] et ay,...,a, des réels deuzx & deuz distincts. Alors, il est équivalent
de dire :

(i) a1,...a, sont des racines de P, et
(it) (X —a1)(X —a2)...(X —ap)|P, autrement dit :

3Q e R[X], P = (H(X - ak)> Q.

k=1

Démonstration. A noter. [0

Exemple 49. Considérons le polynome P(X) = X* —2X3% — X2 + X + 1.

Factorisons P au maximum, en remarquant que —1 et 1 sont racines de P.

Un premier corollaire :

Proposition 50. Soit P un polynoéme de degré n. Supposons donné n racines distinctes ay,...an,
de P. Alors :
P=a(X—a1)(X —az)...(X —ay,)

ol a est le coefficient dominant de P.

Démonstration. A noter. [

Et le théoréme mentionné en début de partie :

Théoréme 51. Soit n € N. Soit P un polynome de degré au plus n. si P admet n + 1 racines
(distinctes), alors P = Og[x.
Autrement dit, tout polynéme de degré n (donc non nul) admet au plus n racines (distinctes).

Démonstration. A noter. [

Une conséquence importante ("HP"... mais classique : idée a retenir et raisonnement a savoir reproduire).

Proposition 52. Soient P et QQ deuz polynomes de degré au plus n € N. Si P et QQ sont égaux en
n + 1 points distincts, alors P et QQ sont égau.

Démonstration. A noter. O
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IV. Annexe : démonstrations de la partie I1.2

Démonstration de la proposition 17

Proposition 17 (Et définition.) Soit f(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme du second degré. Alors, il
existe d’uniques réels o et [ tels que :

Vo € R, f(x) = a(z — a)* + B.

Lécriture f(X) = a(X — a)? + 3 est appelée la forme canonique de f.

Reprenons les notations de ’énoncé : f(X) = aX? + bX + c est un polynéme du second degré, donc ici
(a,b,c) € R® et a # 0.

Montrons Pexistence de réels « et 3 tels que : Vo € R, f(z) = a(z — a)? + S.

Pour tout réel x:

f(z) =az® +bx+c

(a0) , o b b, b .o
= 27 E— p— —_
a(z® + 2a$+(2a)) a(2a) +c
b, 4dac—b?
salvd g )t =
dac — b?
P = —— t = .
osons « 5 et 8 1a

Le calcul précédent, valable pour tout réel x, montre bien :

Vr € R, f(x) = a(z — o) + B.
Ceci démontre ’existence voulue.

Montrons ’unicité.

Soient (v, 8) et (o, ') deux couples de réels tels que :
Ve € R, f(z) = a(zx —a)* + 3 W alz — ')+ 4.

Montrons oo = o’ et 8 = 3.
Développons ’égalité (1) précédente, il vient :
Vo € R,az? — 2a0x + acd® + B = az® — 20’z + aa/? 4 3

donc
Vz € R, —2a0x + ad® + f = —2ad/x + ad’? + 5

donc
Vz € R, —2a(a — o)z =a(a? —a?)+ 5 —

En particulier, en utilisant 1’égalité ci-dessus en x = 0 et en x = 1, il vient :
—2a(a—a') x0=a(a? —a®)+p - f=—2a(a—a) x1

donc —2a(a — ') = 0. Puisqu’ici a # 0, on a —2a # 0 donc on en déduit o — o/ = 0 donc :

Alors, I’hypothése devient :
Vr € Ra(z — a)? + B =a(z —a)* + 5.

Cette égalité en x = o donne immeédiatement 5 = ',

On a bien montré a =o' et 8 = 3.
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Démonstration de la proposition 18

Proposition 18 (Et définition.)

Soit f(X) = aX?+bX + ¢ un polynéme du second degré.
Si b2 —4ac < 0, alors f n’admet pas de racine réelle.

Le réel b*> — 4dac est appelé le discriminant de f.

Posons A = b? — 4ac.

Supposons A < 0 et montrons que f n’a pas de racine.

D’aprés la démonstration de la proposition 17, la forme canonique de f est :

- ) b
ou l’'on a posé o = ——.
2a

Alors, pour tout réel z : f(z) =a ((z —a)? - 4A2> .
a

A
Or, A <0 et 4a®> > 0 donc 1 0. De plus, pour tout réel z, (x — a)? > 0.
a

A
Par somme d’inégalité : Vo € R, (v — a)? — 12 0.
a

A

4a?

Donc (a #0) : VxeR,f(m)—a((x—a)z—zﬁz> # 0.

Donc Vr € R, (z — a)? —

£0.

Ainsi, f n’a pas de racine si A < 0, ce qui termine la démonstration.

Démonstration de la proposition 19

le discriminant A de f positif.
—b—VA b+ VA
- Alor.

Posons x1 = ——— et 1o = ——— S :
2a 2

Ve € R, f(x) = alr — x1)(x — x2).
On dit que f(X) = a(X — x1)(X — z2) est la forme factorisée de f.

Proposition 19 (Et définition). Soit f(X) = aX? +bX + ¢ un polynéme du second degré. Supposons

Soit A le discriminant de f.

Supposons A > 0 et montrons I’énoncé voulu.

D’aprés la démonstration de la proposition 17, la forme canonique de f est :

A
— _ )2 -
f(X) - CL(X Oé) 4a7
- ) b
ou l’'on a posé o = ——.
2a
On a donc : A
2
VxeR,f(x):a((a:—oz) —4(12).
X 2
Or, A > 0 donc e <2a> . L’énoncé précédent devient :
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Ainsi, en posant :
vVA  —b—VA VA b+ VA
rHn=0——=————¢€e¢rm=0+—=——7-—7-—,
2a 2a 2a 2a

on a bien démontré :
Ve € R, f(z) = alr — x1)(x — x2).

Ceci termine la démonstration.

Démonstration de la proposition 20

Proposition 20. Soit f(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme du second degré. Notons A = b*> — 4ac le

discriminant de f. Alors :
(i) Si A >0, f admet exactement deuz racines x1 et xo données par:

—b—VA —b+ VA
T =————e¢e€ery=—"T—"—
2a 2a

(ii) Si A =0, alors f admet pour unique racine ~%a"
a

C’est une simple conséquence de la démonstration précédente.

Supposons A > 0, alors d’apreés la proposition précédente, la forme factorisée de f est :

f(X) = a(X = 21)(X = 22)

ou :
—b-VA . _-b+VA

] = —— et
! 2a 2 2a

Ainsi :

Ve eR, f(x) =0 < a(zx —x1)(x —22) =0 by (r—z1)(x —29) =0 < x =121 ou = .

Donc les racines de f sont exactement les réels z; et x5, éventuellement égaux.
. . b . b .
e Premier cas : si A = 0, alors 1 = x5 = o Dans ce cas, f admet bien “oa comme unique
racine, d’ou le résultat dans ce premier cas.
e Second cas : si A > 0, alors VA # 0. Or :

T =29 &= —b—VA=-b+VA = 2VA=0 = VA=0.

Donc dans ce cas, 1 # =2 et f admet exactement deux racines, d’ou le résultat dans ce second cas.

Démonstration de la proposition 21

Proposition 21. Soit f un polynéme du second degré de discriminant positif. Notons f(X) = aX? +

bX + ¢ sa forme développée et x1,xo ses racines (avec éventuellement x4 = xo9 si A =0). Alors :

X1+ T2

c
T1Ty = —
a

Reprenons les notations de 1’énoncé.
Par théoréme, la forme factorisée de f est f(X) = a(X — z1)(X — x2).
Développons :
f(X) = aX? - arsX — a1 X + axyz9 = aX? — a(z1 + 22) X + azq 9.
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On a donc :
aX’+bX +c=aX?— a(z1 + 22) X + azqx9.

Par identification des coefficients :

a=a
b= —a(xy + x2)
C=ari1x2

Or ici a # 0 (car f est du second degré), donc :

T+ o

T1T2 =

S

D’ou le résultat.

Démonstration de la proposition 25

Proposition 25. Soit f un polyndme du second degré. Notons A son discriminant et a son coefficient
dominant.
(i) Si A <0, alors [ est de signe (stricte) constant sur R, du signe de a.

(ii) Si A =0, soit xo l'unique racine de f. Alors, le tableau de signe de f est donné, selon le signe de

a, par :
Cas a >0 Cas a <0
x -00 X0 —+00 x -00 X0 “+00
f(z) + 0+ f(z) - 0 -

(iit) Si A >0, soient x1 et xo les deux racines de f, telles que 1 < xo. Alors, le tableau de signe de f
est donné, selon le signe de a, par :

Casa >0 Cas a <0
x -00 1 X9 —+00 x -00 xr1 XTo —+00
fx) + 0 - 0 + f(x) -0 + 0 -

e Premier cas : si A < 0.

Lors de la démonstration de la proposition 18, nous avions obtenu :
A
Vr € R, = —a)? - — .
x flx)=a <(x a) 4a2>

ainsi que :

A
VmeR,(m—a)Q—@>O.

Donc pour tout réel z, f(x) est du signe de a.
e Second cas : sinon, A > 0.

On applique la proposition 19 : soient x; et zo les racines éventuellement confondues de f. La
forme factorisée de f donne alors :

Ve € R, f(x) = a(x — x1)(x — z2).
Les tableaux de signe annoncés dans la proposition 25 (dans les deux sous-cas restants) découlent

simplement d’un tableau de signe comportant, en ligne, les signes de x — z — 1 et © — x — x5 (et
le signe de a).
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Démonstration de la proposition 33
Soit P un polynoéme et A un réel. Montrons :
(7) Si A#0, alors deg(AP) = deg(P).
(i1) Si A =0, alors AP = Og[x] donc deg(AP) = —oo.
Le point (i7) est clair, montrons donc (7).
Supposons A # 0 et montrons deg(AP) = deg(P).
Premier cas : Si P = Og[x] alors AP = Og[x] donc deg(P) = deg(AP) = —oo0 et le point (i) est démontré.
Second cas : Sinon, P est non nul. Posons n = deg(P) € N.

On dispose donc de réels ag, ...a, tels que a,, # 0 et :

n—1
P(X)=a,X" + Z apX".
k=0
n—1
Alors, AP(X) = Aa, X™ + Z Aap X" et de plus \a, # 0 car A #0 et a, # 0.
k=0

Ceci démontre que AP est de degré n = deg(P), d’ou (7).

Dans tous les cas, on a bien démontré (i), d’ou le résultat.

Démonstration de la proposition 34
Soit P un polynéme. Montrons :
(i) Sideg(P) > 1, alors deg(P’) = deg(P) — 1.
(i) Sinon, P est constant. Alors P’ = Og[x] et deg(P’) = —o0.
Le point (i7) est clair, montrons donc ().
Supposons deg(P) > 1, et montrons deg(P’) = deg(P) — 1.
Posons n = deg(P) > 1. On dispose donc de réels ag, ..., a,, tels que a,, # 0 et :

n—1
P(X)=a,X" + Z apX".
k=0

Alors :

n—1
PI(X)=nan X"+ kap X",
k=1

n—1

avec la convention supplémentaire que E kapXF 1 =0sin=1 (dans ce cas, la somme n’est pas définie

k=1
a priori, et P(X) = a1 X + ag donne bien P'(X) = ay).

De plus, a,, # 0 et n # 0 donc na,, # 0. na, X" est donc le terme de plus haut degré de P’, on a donc
bien deg(P’) =n — 1 = deg(P) — 1, d’ou le résultat voulu.
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Correction de I’exercice 36

On procéde par analyse-synthése.

Analyse.

Supposons que ’on dispose d’un polynome P tel que P(X) + 2X P'(X) = Og[x].
Montrons d’abord que P est constant.

Supposons par 1’absurde P non constant. On pose n = deg(P) > 1.

Soit a,, le coefficient dominant de P, on a donc a,, # 0.

deg(P) =n > 1 donc par théoréme, deg(P’) = n — 1. Le terme de plus haut degré de P(X) étant a,, X™,
le terme de plus haut degré de P'(X) est na, X" !, donc le terme de plus haut degré de 2X P'(X) est
2na, X", et celui-ci est de degré n.

Par somme, le terme de degré n de P(X) + 2X P'(X) est donc (a, + 2na,)X™ = (1 + 2n)a, X".
Mais P(X) +2X P'(X) = Og[x) donc par unicité des coefficients, on a (1 4 2n)a, = 0.

Ceci est absurde, car 1+ 2n > 1 donne 1 + 2n # 0, et a,, # 0 par hypothése.

On a donc bien montré que P est constant.

Alors, P'(X) = Ogjx) donc {P(X) + QXP:(X) = P(X)
P(X) +2XP'(X) = Ogx]
Donc P(X) = Og[x]-
Conclusion de I'analyse : Si un polynéme P vérifie P(X) 42X P'(X) = Ogx], alors P est nul.
Synthése : On vérifie facilement que si on pose P(X) = Ogx], alors P(X) + 2XP'(X) = Og[x].

Conclusion globale : I'unique polynéme P tel que P(X) 42X P'(X) = Og[x] est le polynome nul.
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