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Exercice 1

1. On procéde par double inclusion

e Montrons A C B. Soit a € A, montrons a € B.
a € A donc on dispose de t € Ry tel que a = (¢ — 1,4+ 1).
Alors,t>1donct—1>—1,et (t+1)—(t—1)—2=2-2=0.
Donc (¢t —1,t+1) € B.
Donc a € B. On a bien montré A C B.

e Montrons B C A.
Soit b € B, montrons b € A.
b € B donc on dispose de réels x et y tels que b= (z,y) et x > —lety—az—2=0.
Posonst=x+4+12 > —1donct e Ry.
Deplus,y—z—2=0doncy=a+2=t+—-1+1=t+1. Ainsi, b= (z,y) = (t — 1, t + 1).
Donc on a montré 'existence de ¢t € Ry tel que b= (t —1,¢t+1).
Donc b € A.

On a bien montré B C A.

‘ Par double inclusion, A = B.

2. Voir cours.
3. Voir cours.

4. (a) , car si (un)n>n, est décroissante, alors Vn > ng, u, < u,, donc u est majorée par son premier
terme Uy, .

(b) , par exemple la suite (up)n>n, donnée par w, = —n est décroissante (car Vn € N, —(n+1) <
—n) et non minorée.

En effet, pour tout réel M,
e )M ne minore pas u si M > —ng car alors u,, < M

e M ne minore pas u sinon, car on dispose d’un entier naturel n tel que n > —M et alors u,, =
-n < M.

Donc aucun réel M ne minore v : u n’est pas minorée.
5. Voir cours.

6. Voir cours.

7. (a) ‘f(l,s) renvoie 3‘

(b) Lors de l'appel de £(5,-1), ‘ la boucle while en ligne 4 ne s’arréte pas ‘ car la variable S est initialisée
a 5 et est réduite de 1 & chaque tour de boucle, donc la condition d’arrét S>=10 de cette boucle sera
toujours fausse.

-

import numpy as np

> |def ListeU(mn):

3 L=[1,1]

4 for i in range(n-1):

L.append (2*np.sqrt (L[-21*L[-1]1%*%3))
¢ return (L)




Exercice 2

1.

(a)

Soit z € R*.

2 240
2 z # 4
T ——xz_y<:>x

-2 = ya?
= gt —yz®-2=0
— P(?) =0
ot l’'on a posé P(X) = X% —yX — 2.
P est un polynome du second degré, de discriminant y? + 8 > 0 (car y?> > 0) donc P admet deux

racines distinctes :
y+rvyr+s Y- VY +8
— 2 p— .
2

X1 B)

De plus, y? +8 > y? > 0 donc par croissante stricte de ¢ — /£, on a \/y2 + 8 > /42 = |y|.
Donc v/y? +8 >y et /y2+8> —y.
Donc y++/y2 +8>0et y — /y? +8 <0.

Donc 7 > 0 > x5.

Reprenons alors la chaine d’équivalence précédente : x est solution de ’équation étudiée si et seule-
ment si 22 est racine de P, si et seulement si :

$2 =1 Oou l‘2 = T9.

2

Mais z1 > 0 > x5 donc cette derniére condition équivaut a z° = x;. Enfin :

P =x] & x=+/T{0uT=—/T].
Enfin, z; > 0 donc /Ty # —/T1.

Finalement :
2 248
L’équation 22 — — = y admet exactement deux solutions : % et
X
]yt VYR +8
2

D’aprés la question précédente, pour tout réel y, 'équation f(x) = y d’inconnue = admet exactement
deux solutions.

Donc tout réel y admet exactement deux antécédents pas f.

Donc ’ f n’est pas injective. ‘

D’aprés la question a), tout réel y admet au moins un antécédent par f.
Donc R C f(R*).

f étant A valeurs réelles, f(R*) C R.
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(1) : On reconnait une somme géométrique de raison 3 # 1.

(2) : D’aprés les sommes usuelles.
(3) : On reconnait deux produits téléscopiques.
3. (a)x 1

1 |def factorielle(n):

2 P=1

3 for k in range(1,n+1):

4 P=Px*k
: return (P)

(b)) :
1 |S = 0 # contiendra la somme demandée

> |for k in range(1,2025):

3 S+=factorielle (k) /(2*xk)

4+ |print (S)

no ok
T
4. Montrons par récurrence : Vn € N, P(n) : ‘Yo € Ry, e® > g ﬁ”'
k=0
e Initialisation :
0 k 1

Soit x € Ry. Alors, Z % =0 = 1.
= k! !

Par croissance de ’exponentielle, x > 0 donne e* > eV =1.
0 &
Donc on a bien montré P(0): Vo € Ry, e” > Z %
k=0
e Hérédité : Soit n € N, supposons P(n) et montrons P(n + 1).
Ry — R
Soitg:m R ex—zx—'
k=0

g est dérivable sur Ry en tant que somme de la fonction exponentielle et d’'un polynémes, qui sont
des fonctions usuelles dérivables.

Alors, pour tout x € Ry :

Or, pour tout k> 1, k—1>0donc k! = k- (k—1)!. Donc :



g n 7
R = -3 O e 38
k=1 ( ’ i=0 7’
Par P(n), Yz € Ry, ¢'(z) > 0.
Donc g est croissante sur R .
Donc Va € Ry, g(x) > ¢(0) = 0.

On a donc bien montré :
n+1 k

Ve € Ry,e” > Z%
k=0

D’oit P(n + 1), d’oit Ihérédité.

On a bien montré, par récurrence, que pour tout entier naturel n : Vo € Ry, e* >

Exercice 3

1. Montrons pas récurrence : Vn € N, P(n) : "u, > n+ 2.
e Initialisation : ug =3 > 2 = 0+ 2 donc P(0) est vraie. D’ou 'initialisation.
e Héredité : Soit n € N, supposons P(n) et montrons P(n + 1).
Par P(n), u, > n+2. Donc 3u,, > 3(n+2) = 3n+6 puis u,+1 = 3u,—2n—3 > 3n+6—2n—3 = n+3.
Donc upy1 > (n+1)+2.
Ceci démontre P(n + 1), d’ou I’héréditeé.

‘ On a bien montré par récurrence : Vn € N,u,, > n + 2.

2. (a) Pour tout n € N, u,, >n+ 2 > 2 donc | la suite u est minorée par 2.

(b) Montrons que u n’est pas majorée.

Soit M un réel, montrons que M ne majore pas u. Si M < 3, alors M ne majore pas u car ug = 3.
Sinon, posons ng = | M| +1 € N. ng > M > 0 et d’aprés la question précédente, u,, > ng+2 > M.
Donc M ne majore pas u dans ce cas.

Ainsi, | u n’est pas majorée. ‘

3. Soit n € N.

(par 1.)
Unpt — U = Bty — 21 — 3 — U = 2un —2n—3 > 2n+2)—2n—3=1.

Donc Vn € Ny up 1 — uy > 0.

Donc | u est strictement croissante.

4.

1 |def U(n):

2 u=3

3 for k in range(n):
4 u=3*u-2*xk -3

return (u)




1 [u=3 # contient les termes de u

2 [N=0 # rang du terme contenu dans u
3 |while u<1000:

4 u=3*u-2*xN-3

5 N+=1

¢ |print (N)

On pouvait aussi utiliser la question précédente avec le code suivant (cela fait faire beaucoup plus de calculs
a Dordinateur).

1 |[N=0 # rang du terme testé
> |while U(n) <1000:

3 N+=1

+ | print (N)

6. (a) Soit n € N.

Upt1 =Upy1 —(n+1)=3u, —2n—-3-n—-1=3u, —3n—4=3(u, —n) —4 =3v, — 4.

Donc ’Vn e N v,41 = 3v, — 4. ‘

b)) VeeRx=32x—4 <= 20 =4 < z=2.
Posons w,, = v, — 2 pour tout entier naturel n.
Alors, Vn € Nywp41 = vpy1 — 2 =3v, —4 — 2 = 3(v, — 2) = 3w,.

Donc (wy,). est géométrique de raison 3. Par théoréme :

Vn € Nyw, = 3"wg = 3" (vg — 2) = 3" (up — 2) = 3".

Par conséquent : ‘Vn eNv, =w, +2=3"+2. ‘

Puis:‘VnEN,unzvn—i—n:S"—i—n—i—Q.‘

Exercice 4

1. g : t — tIn(¢) est dérivable sur son domaine de définition en tant que produit des fonctions ¢ +— ¢ et
t — In(t), dérivables sur leur domaine de définition.

Donc f: ¢+ t' = exp (¢tIn(t)) est dérivable sur son domaine de définition R* en tant que composée de g
par la fonction exponentielle, également dérivable sur son domaine de définition.

Alors, pour tout = € R :

g(@)=1-In(x)+x- % =1In(z) +1

donc

f(x) = g'(2)e?® = (In(z) + 1)e?™@ = (In(x) + 1)2°.

[ est dérivable, et Vo € R, f/(x) = (In(z) + 1)z*. ‘

2. Soit x € RY.
Par positivité stricte de ’exponentielle, 2% = e9(®) > 0,

Donc le signe de f/(z) est celui de In(z) 4 1.

1
Or,In(z)+1 >0 <= In(zx) > -1 < 2z > — (et la méme chaine d’équivalences est vraie avec des
e

égalités).



. 1 . . 1
Par conséquent, f’ est strictement négative sur |0, —[, s’annule en 0 et est strictement positive sur |-, +o0l.
e e

On a donc le tableau de variations suivant.

T 0 - +00
fl@) [T N\ /' +00

1

1 1.-

3. (a) D’apres le tableau de variation précédent, | f admet un minimum en — | valant (=)e
e e

(b) Montrons que f n’a pas de maximum en xg, pour tout zo € RY.

Soit g € RY.
. 1 . . 1
Si xp > —, alors par croissance stricte de f sur [—,+oo[ on a :
e e
f(xo +1) > f(zo).
Donc dans ce cas, f n’atteint pas de maximum en x.
. 1 Zo 1 L . 1
Sinon, 0 < g < —. Alors, 0 < > < 9 < —. Par décroissance stricte de f sur |0, -] :
e e e

Lo

f(?) > f(zo)-

Donc dans ce cas, f n’atteint pas de maximum en x.

Dans tous les cas, f n’atteint pas de maximum en xg, et ce pour tout zy > 0.

Donc ‘ f n’a pas de maximum.

4. f est dérivable en 1 donc Ty existe. De plus, f(1) = 1! =1 et f/(1) = 1-1' = 1 donc une équation de T}
est :

y=1+1-(z—-1).

Donc : | Tj est la droite d’équation y = =x.

5. Soit z € RY.

f@)—2>0 <= 2° >z < 00 > @ — 2In(z) > In(z)
(par croissance stricte de 'exponentielle).

In(z) >0

donc zIn(z) > =.
T 2>

Or, si x > 1 alors {

In(z) <0

v o1 donc zIn(z) > In(z).

Sinon, 0 < x < 1 donc {

Dans tous les cas, xIn(z) > In(z), donc f(z) —z > 0.

On a bien montré : Vo € R, f(z) —x > 0. ‘

On a donc f(x) > x pour tout > 0 : ‘La courbe C' est au dessus de sa tangente 77 sur R . ‘
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On peut conjecturer que u est croissante, majorée par 1 (et tend vers 1 - HP pour le
moment).

8. Posons, pour tout n € N, P(n) : “u,, existe et u, > 0”.
Montrons par récurrence : Vn € N, P(n).
e Initialisation : ug = 1/2 par définition de u donc ug existe et ug > 0, d’ou l'initialisation.
e Héredité : Soit n € N, supposons P(n) et montrons P(n + 1).
Par P(n), u, existe et u, > 0.

Donc u,, appartient au domaine de définition de f : wu,1 est donc bien défini par la relation u, 1 =
f(uy). De plus, u, 1 = e*» () > 0 par positivité stricte de 'exponentielle.

Ceci montre P(n + 1), d’ou I’hérédite.

‘ Ainsi, u,, existe et u, > 0 pour tout entier naturel n.

9. D’apreés la question 6 : Vo € R, f(z) > .

En particulier, pour tout n € N, u,, > 0 donc u,11 = f(un) > uy.

Donc | La suite u est croissante.

1

10. u étant croissante : Vn € N, u,, > ug = ok
Montrons par récurrence : Vn € N, P(n) : “u, < 17.
e 1 .

¢ Initialisation : ug = 3 < 1 donc P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N, supposons P(n) et montrons P(n + 1).

<up < 1.

DN | =

1
On a vu que 5 < u, donc, par P(n) :
1
Donc - <u,, <1.
e
. 1
Par croissance de f sur [—, 400 :
e
Uny1 = f(un) < f(1) =1.

Dot P(n+1) : upy1 <1, d’ou 'héréditeé.

1
On a donc bien montré : Vn € N, 5 <u, <1.




Exercice 5

1. 1 est racine de P, et & l'aide des relations coefficients racines on trouve que —2 est racine de P. P étant
unitaire de degré 2, sa forme factorisée est :

|P(X) = (X —1)(X +2). |

2. Il y avait pas mal de maniére de traiter cette question. 1 # —2 donc par théoréme, (X — 1)(X + 2)|X™ si
et seulement si 1 et —2 sont racines de X".

Or, 1™ =1 # 0 donc 1 n’est pas racine de X™.

Donc ‘ P ne divise pas X™. ‘

3. D’aprés la théoréme de la division euclidienne, on a :

X" = Q(X)P(X) + R(X)
deg(R(X)) < deg(P(X)) —1=1

Donc R étant de degré au plus 1 :

‘ il existe des réels a,, et b, tels que R(X) = a, X + by,.

4. Reprenons 1’égalité de division euclidienne : X" = Q(X)P(X) + R(X).
Evaluons celle-ci en 1, il vient : 1™ = Q(1)P(1) + R(1).
Or, P(1) = 0. Donc R(1) =1" =1.
De méme, (—2)" = Q(—2)P(-2) + R(—2) et P(—2) =0 donc R(-2) = (—2)".

| R(1) =1et R(-2) = (-2)". |

5. D’aprés la question précédente :

Donc b, =1 — a,, puis —2a, + (1 — a,) = (—-2)™.

Ainsi: | g, = # et b, =

6. Ona XY =1.
Donc X% = 0(X —1)2+ 1 et deg(1) = 0 < deg((X —1)?) — 1.

Par unicité du quotient et du reste de la division euclidienne, Qo = Og[x] et Ro(X) =1

Donc‘aoz()et bozl.‘

De plus, X! = 0(X —2)2+ X et deg(X) < deg((X — 1)?) — 1 donc par unicité du quotient et du reste :

leOR[X] et Rl(X):X:1X+O

Donc alzletblzo.‘

7. En effectuant cette division euclidienne, on trouve 1’égalité de division euclidienne :

X2=1-(X-1)%+2X 1.

Donc Re(X) =2X —1et Qo(X) = 1.

Ainsi, | Qa(X) =1, a5 =2 et by = —1.|




8.

10.

11.

Soit n € N.

Ecrivons P'égalité de division euclidienne de X™ par (X — 1) :

X" = Qu(X)(X —1)? 4+ apnX + by.

Donc :

X" = XQu(X)(X —1)? + an X2 4+ b, X

Or, X? = (X —1)2+2X — 1. On a donc :
X" = XQ,(X) (X —1)2+an(X —1)2 420, X —ap +b, X = (XQn(X) +a,)(X —1)2 4 (b +2a,)X —ay

On a donc montré :

Vn e N, X" = (XQu(X) + an)(X — 1)2 + (by + 2a0) X — an. |

. Soit n € N. D’aprés la question précédente :

X" = (XQn(X) + an)(X — 1) + (by + 2a0) X — an.

De plus, deg((by + 2a,)X — a,) <1 =deg((X —1)%) — 1.

Cette égalité est donc I’égalité de division euclidienne de X! par (X —1)? (par unicité dans le théoréme
de la division euclidienne). On en déduit, pour tout entier n :

(@) |Qui1 (X) = XQu(X) +an |

() Rpt1(X) = (bn + 2a,)X — a,, donc par unicité des coefficients :

‘anﬂ =by, + 2a, et b1 = —ay. ‘
Soit n € N.
D’apres la question précédente, a2 = bpy1 + 26,41 €t b1 = —ay,.

donc an42 = 2ap41 — ap.

On a donc montré : |Vn € N,a,12 = 24,41 — ap.

(an)nen vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique

22 —224+1=0

Or, X2 —2X +1 = (X — 1)? donc cette équation caractéristique admet 1 comme unique racine et son
discriminant est nul.

Par théoréme, on dispose de réels A et u tels que :

VneN,a, = (A4 pun)1"™ = X + pn.

De plus, ag =0 donc A =0, et a3 =1 donc p = 1.

Ainsi :Vn € N,a,, = n.

Enfin, Vn € N, b,11 = —a, = —n.

Donc Vn € N*, b, = —(n — 1) = 1 — n. Cette formule reste valable pour n = 0 car by = 1.

Finalement,

Pour tout entier naturel n, a, =n, b, =1—net Rp(X)=nX+1—-n=n(X -1)+ 1.‘




12. Montrons par récurrence :

vn >2,P(n) : “Qnu(X Zan 1k XE7,

e Initialisation : On a montré question 7 que Q2(X) =1. Or, a1 =1 donc :

0

Dk XF = a1 X0 =1=Qu(X).

k=0
Ceci montre P(2), d’ou 'initialisation.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).
Par la question 9a), Qn+1(X) = XQn(X) + ay.

n—2
Par hypothése de récurrence, @, (X Z App1— kX Il vient :
k=0
n—2
Qn1(X) =an, + X Z an—1-kX"
k=0
n—2
=an, + Z an_l_ka+1
k=0
(j=k+1) s
J_: Qp, + Z an,l,(j,l)Xj
j=1
n—1
= an,0X0 + Z an,jXJ
j=1
(n+1)—2
= Z a(nJrl),l,ij
j=0

Ceci montre P(n + 1) d’ou ’hérédité.

On a bien montré par récurrence :

Yn > 2,Qn(X ZanlkX

13. D’aprés la question précédente et le résultat de la question 11, I’égalité de division euclidienne de X™ par
(X —1)? est donnée par :

o | X" = (nz:(n -1- k)X’“) (X —2)%2+ (n(X — 1) + 1) | pour tout n > 2,
k=0

X0:O(X—1)2+1etX1:0(X—1)2+X‘pourlescasnzOetnzl.

14. (a) On effectue la division euclidienne de T'(X) par (X — 2)? (la poser).

On trouve un reste nul, ’égalité de division euclidienne étant :

T(X) = (X —2)*(X?-2).

Donc (X —2)2|T : ‘ 2 est racine multiple de T ‘

(b) D’apreés le calcul de la question précédente :

T(X) = (X —2)%(X* - 2) = (X - 2)*(X - V2)(X +V2).

La factorisation voulue est T(X) = (X —2)%(X — v2)(X +/2).

10



15. (a) Si a est racine multiple de P, alors on dispose de Q € R[X] tel que P(X) = (X — a)2Q(X).

Evaluons cette égalité en a, il vient :

Donc a est racine de P.

D’autre part, en dérivant chaque membre de 1'égalité P(X) = (X — a)?Q(X), on obtient, :

P/(X) =2(X - a)Q(X) + (X — a)*Q(X)

Ainsi :
P'(a) = 2(a —a)Q(a) + (a — a)?’Q’(a) =040 = 0.

Donc ’ si a est racine multiple de P, alors a est racine de P et de P’'.

(b) Reéciproquement, supposons a racine de P et de P’.

Notons respectivement @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par (X —a)2. On
sait que deg(R) < deg((X — a)?) — 1 = 1 donc on dispose de réels a et 3 tels que R(X) = aX + 8.

Evaluons 1’égalité de division euclidienne P(X) = (X — a)?Q(X) + R(X) en a. 1l vient :

Donc R(a) =0 (car a est racine de P).

Dérivons cette égalité de division euclidienne, il vient :

P(X)=2(X —a)Q(X)+ (X —a)’Q(X) + R (X).

en évaluant cette égalité en a, il vient :

donc R'(a) = 0 (car a est racine de P’).

On a donc R(a) =0 donc aatf=0 d'ot a=p=0.
R'(a) =0 a=0

Ainsi, R = Og[x]. Donc (X — a)? divise P.

On a bien montré que réciproquement, si a est racine de P et de P’, alors a est racine multiple de P.

16. Soit n € N*.

Po(l)=n—(n+1)—1=0

et
P/(1)=n(n+1)—(n+1)n=0.

Donc 1 est racine de P, et de P. D’aprés le résultat de la question 15b :

‘ 1 est racine multiple de P,, et ce pour tout n € N*.

17. (a) Ona P (X)=X?-2X+1=(X—-1)2.

On a donc ’égalité :
Pi(X) =1 (X —1)>+ Og(x]-

De plus, deg(Og;x] < 1. Donc cette égalité est I’égalité de division euclidienne de P par (X — 1)2.

‘On a donc Q1(X) = 1.‘

(b) |Pour tout n € N*, (X — a)? divise P, (question 16) donc par théoréme, R,, = Og(x]-

11



18. (a) Soit n € N*.

(n+1)X"(X=1)24Py(X) = (n+1) X" (X2 -2X+1)+P,(X) = (n+1) X" 2 -2(n+1) X" 4 (n+1) X"+ P, (X).

Avec I'expression de P, on a donc :

n+DX"(X - 1?4+ Py(X)=n+DX" 20+ X" + (n+ DX +nX"™ —(n+ 1DX" + 1
=(n+DX"? - 2n+2-n)X " 11
= n+1(X)'

| On a donc montré : ¥ € N*, (n +1)X"(X — 1)° + Po(X) = Poya(X). |

(b) Soit n € N*.
Utilisons égalité P,(X) = Q,(X)(X — 2)? dans le résultat de la question précédente. Il vient :

Prst(X) = (n+ DXM(X — 1) + Qu(X)(X —2) = ((n+ DX" + Qu(X)) (X — 2)°.

Donc par unicité de la division euclidienne :

‘QHH(X) =(n+1)X"™+ Qn(X), et ce pour tout n € N*.

19. @Q1(X) =1 donc d’aprés la relation trouvée a la question précédente :
[Qa(X) = 2X + Qi(X) = 2X + 1]

Alors, toujours d’aprés la formule précédente :

\Qs(X) =3X% + Qa(X) = 3X? +2X+1.\

20. Montrons par récurrence :

vn c N*, ( . “Qn Zka lu

1
e Initialisation : Q1(X)=1=1X°= Z kX*=! donc H(1) est vraie, d’oti Iinitialisation.
k=1

e Hérédité : Soitn € N*. Supposons H(n) et montrons H(n + 1).

Par H(n Z EXF1L

D’aprés le résultat de la question 18b, Q,11(X) = (n + 1) X" + Q,(X).
On a donc :

n+1
Qui1(X) = (n+1) X”JerX’“ L= (n+ )X 1+ka’€ ! kak .
k=1 k=1

Ceci prouve H(n + 1), d’oni 'hérédité.

On a donc montré par récurrence : | ¥n € N*Q,, (X Z EXk1

1)
21. Tout d’abord, |si ¢ = 1 alors pour tout n € N*, Z kgtt Z k= L
k=1

Soit ¢ € R\ {1} et soit n € N*.

D’apreés la question précédente (et le fait que R, (X) =0) :
(X) = <Z kx’H) (X —1)%
k=1
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22.

Evaluée en g, cette égalité donne :

ng"*t —(n+1)¢" +1= (Z qul) (¢ — 1)

k=1

Or, ¢ # 1 donc (¢ —1)2 #0. On a donc :

n n+l _ g™ 1

quk—lznq ((n-il-)2)q * , et ce pour tout n € N* et pour tout réel ¢ # 1.
q—

k=1

Soit n € N*,

k0 =k 1K, 1,

DIE I R IE I PILEY

k=0 k=1 k=1

1
Or, 5 # 1 donc d’aprés la question précédente :

n n+1 L1
i 1 _ gn+1 B mn 4 n
Zk(i)k 1_ : = gopr(n = 2(n+1) +2 +
2
k=1 (—5)

Finalement, pour tout n € N* :

n

k11, antl _p 2

Y =g @ -2 =
2k 22 2

— Fin du corrigé —
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