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ECG1 A Séries numériques Mathématiques

Pour commencer

Ftudes de séries numériques

Exercice 1 Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer la nature de la série de terme général (uy), .y et

—+oo
calculer, si possible, la valeur de Y wy :

k=0
n—1 n(n
(a) up = (d) uy = =032 (9) un = 250
(b) up, = 22 (€) up = E=p1" (h) u, = B2
n . 2
(©) un = ooy (f) un =73 (1) up =77

Exercice 2 Calculer, en justifiant la convergence, les valeurs de :

1S T _ +o00 _ B
@ Z3ET R M@ THERT @ ZrEOT @)

Exercice 3 Soit (uy),y la suite définie par ug = 6,u; =5 et pour tout n € N, 6u,12 = Supy1 — up

+oo
Montrer que la série Y wu, converge et calculer > wug.
n>0 k=0

Exercice 4 Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer la nature de la série de terme général (uy,), -

(a) un:m (c) up =In(1-1)
Exercice 5 Montrer que pour tout k € N, m = (%ﬁ T) + k+2 En déduire la nature de la série

ngo (n+1)(n+2)"

(=1)"n

et Up = InZ_1

Exercice 6 Pour tout n € N, on pose u,, = ﬁ

_ _a b
’4n2 1~ 2n—1 + 2n+1"°

(a) Déterminer a,b € R tels que pour tout n € N

+oo
(b) En déduire que la série > u,, converge et déterminer la valeur de > wy.
n>0 k=0

b

(c) Déterminer a,b € R tels que pour tout n € N, 13— = 525 + 5%

+oo

(d) En déduire que la série Y v, converge et déterminer la valeur de > wg.
n>0 k=0

Ftudes de séries a paramétres

Exercice 7 Soit € RY. Déterminer la nature de la série ) (In(z))".
n>0

Exercice 8 Soit p €]0, 1[. Calculer, en justifiant la convergence, les valeurs de :
e k-1 e k-1 R k-1
(a) 3> p(1—=p)*" (0) 3= kp(1—p)*~ (c) > K*p(1—p)*~
k=1 k=1 k=1
Exercice 9 Soient a,b,c € R. Calculer, en justifiant la convergence, les valeurs de :
“+o0
(a) alz—!o—b (b) Z ak2+bk+c

k=0
Exercice 10 Soit p €]0,1[ et n € N. Calculer, en justifiant la convergence, la valeur de

io /]\; ( fL )p"(l —pr

k=n



Théoréeme de comparaison

Exercice 11 Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer la nature de la série de terme général (uy,),,~-

(9) tn = 1

(h) un = 2n1+1

! (d> un:L =

(CL) Un n2+1

(b) up = lnTn (e)

1 —
eite— (f) un—jﬁ+

(c) un =

n

Exercice 12 Montrer que pour tout n € N*, > ﬁ > +/n. En déduire la nature de la série Y
k=1 n>1

Exercice 13 Soit a € R;. Pour tout n € N*, on pose u, = (a+ )"

> Up.

n>1
Approfondissements
+oo 2
converge. On admet que Y k% =%
k=1

Exercice 14 On rappelle que 'on sait que la série > #
n>1

1
@n)?

(a) Montrer que la série >
n>1

+o0o
converge et déterminer la valeur de - s
k=1

+oo

converge et déterminer la valeur de GEET
k=0

1

1
@n+1)2

(b) En déduire que la série
n>0

2n

Exercice 15 Soit « € R. Pour tout n € N, on pose u, = % et v, = g

@nt)!"

—+oo
(a) Montrer que la série > (u, + vy,) converge et déterminer la valeur de > (uy + vi).
n>0 k=0

+oo
(b) Montrer que la série > (u, — vy,) converge et déterminer la valeur de > (ur — vi).
n>0 k=0
“+oo
n>0 n>0 k=0
Exercice 16 Soit (u,),cy. une suite réelle positive décroissante telle que limy, o0 Uy = 0.

n
Pour tout n € N*, on pose S, = > (—1)*uy.
k=1

(a) Montrer que les suites (S2y),cn- €t (S2nt1),cn Sont adjacentes.

—~ —

(b) En déduire que la série Y
n>1
D" o 3

n>1

—1)™u, converge.

="

v

(¢) Montrer que les séries >
n>1

convergent.

Exercice 17 Soit (uy), oy une suite réelle strictement positive telle qu’il existe £ € R tel que
L.

(a) On suppose que £ > 1. Montrer que la série Y u, diverge grossiérement.
n>0

(b) On suppose que ¢ < 1.
(1) Montrer qu’il existe g € [0,1] et ng € N tel que pour tout n > nyg, ";—:1 <q.

(#4) En déduire que pour tout n > ng, u, < Un,q™ ™, puis que la série Y w, converge.
n>0

converge et que pour tout z € R, la série > %

n>0

n

(c) Montrer que la série Y F'L
n>0

converge.

(Z) Uy = In (1 + m)

1
NGE

+oo
(¢) En déduire que les séries Y wu, et Y v, convergent et déterminer les valeurs de Y uy et > vg.
k=0

Un 41
Un

Déterminer la nature de la série

—
n——+4oo



Pour continuer

Ftudes de séries numériques

Exercice 18 Soit (uy,) la suite définie par u; = 2,us = 3 et pour tout n € N* w10 = Suypq — 6uy,.

neN*
+oo
Montrer que la série ) “= converge et calculer %
n>1 k=1
+oo +oo +oo
Exercice 19 Calculer, en justifiant la convergence, les valeurs de kz2 ﬁ, kzl ﬁ et kZQ ﬁ

1

Exercice 20 Déterminer la nature de la série de terme général u,, = FICESCEIR

Déterminer a, b, c € R tels que pour tout n € N*

1 _ b
' n(n+1)(n+2) — %‘+751T +n—c&-2'
+oo
En déduire la valeur de > m
k=1

Ftudes de séries a parameétres

Exercice 21 Soit z € R. Déterminer la nature de la série ) (%)n x™.
n>0

Exercice 22 Soit ¢ €] — 1,1[ et p =1 — g. Calculer, en justifiant la convergence, les valeurs de :

+0o too
(a) Z qu—l +qpk—1 (C) Z quk—l + q2pk—1
k=2 k=1
py k—1 k—1 T S R T S
(b)ka(pq‘Jrqp‘) (d)ka(pq‘+qp‘)
=2 =1

_1
k(k+p)

Exercice 23 Soit p € N*. Montrer que la série »_ m
n>1

+oo
converge et déterminer la valeur de
k=1

Théoréeme de comparaison
Exercice 24 Montrer que pour tout k£ € N tel que k > 2, ﬁ(k) > In(ln(k + 1)) — In(In(k)).

1

En déduire la nature de la série 3. 50
n>2

Exercice 25 Soit (uy),cy une suite réelle positive.

Montrer que les séries > u, et > (e*n — 1) ont méme nature.
n>0 n>0

Exercice 26 Soit (uy), y une suite réelle positive.

Montrer que les séries > u, et > In (1 + w,) ont méme nature.
n>0 n>0

Approfondissements
n
Exercice 27 Soit z €] — 1,1[. Pour tout r € N, pour tout n € N, on pose S, (r) = > ( " —: K ) z*,
k=0

(a) Pour tout n € N, déterminer une expression explicite de S,,(0), puis en déduire lim,,_, y S, (0).

* r+n
) ) - n = On - - ! -
(b) Montrer que pour tout r € N*, pour tout n € N, (1 — x)S,(r) = S,(r — 1) ( . ) Tt
¢) Soit r € N. Déterminer lim T "t
n—+4o00 r

(d) En déduire par récurrence que pour tout r € N, lim,, 4 Sy (1) = W

+oo
(e) En déduire que pour tout r € N, kgo(k +r)k+r—1)...(k+ 1)k = ﬁ

+oo
Exercice 28 Soit (u,), cy une suite réelle positive telle que la série ) wu, converge et ) uy = 1.
n>0 k=0



n n
Pour tout n € N, on pose S,, = Y uy et T, = > kug.
k=0 k=1
(a) Montrer que pour tout k € N* u, = (1 — Sp—1) — (1 — Sk).

n n—1
(b) En déduire que pour tout n € N*, > kup = —n(1—-S5,)+ > (1 —Sk).
k=0

k=1
“+o00o
(¢) On suppose que la série Y nu, converge et on note 7' = > kuy.
n>1 k=1

(1) Montrer que pour tout n € N* n(1—S5,) <T —T, et en déduire que lim, . n(1—5,) =0.

+oo —+oo
(#4) Montrer que la série Y (1 —.S,,) converge et que Y. (1 —Si) = > kug.
n>0 k=0 k=1
(d) On suppose que la série > (1 —S,,) converge.
n>0
—+o0 +o0
Montrer que la série Y nu, converge et en déduire que > kup = > (1 — Sg).
n>1 k=1 k=0

Exercice 29 On considére une suite réelle (u,, telle que ug € R*_ et pour tout n € N, u,11 = u,e”4n.
neN + +
(a) Montrer que pour tout n € N,u, > 0 et en déduire le sens de variations de (), cy-
(b) Montrer que la suite (uy,), oy converge et déterminer limy, o0 Up.
(¢) Pour tout n € N, on pose v,, = In (uy,).

(i) Pour tout n € N, exprimer v,41 — v, en fonction de w,.

(¢¢) En déduire la nature de la série Y wuy,.
n>0

Exercice 30 On considére une suite réelle (u, ),y telle que ug €]0,1[ et pour tout n € N,u,1 = up —
2
(a) Montrer que pour tout n € N,u, €]0,1[ et déterminer le sens de variations de (u),,cy-
(b) Montrer que la suite (uy,),, oy converge et déterminer limy, 4 o0 Up.
+oo

(¢) Montrer que la série 3 (u,)? converge et déterminer la valeur de 3 (uz)? en fonction de uq.
n>0 k=0

(d) Déterminer la nature de la série > In (%)
n>0 "

Exercice 31 On considére une suite réelle (u,),, o telle que ug = 1 et pour tout n € N, 1,1 = In (1 + (un)z)

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, est correctement défini et w,, €]0,1].
(b) (i) Montrer que pour tout n € N, tn 1 < (un)’.
(#¢) En déduire que pour tout n € N,u, < (In(2))™.

(#i7) Déterminer la nature de la série ) wuy,.
n>0

Exercice 32 On considére une suite réelle (u,), oy telle que ug > 1 et pour tout n € N, u, 41 = (un)2 — Uy +
1.

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, > 1 et que lim,,—, 1 o0 U, = +00.

1

(b) Pour tout n € N, on pose v,, = wn—1-

(i) Pour tout n € N, exprimer v,41 — v, en fonction de w,.

+oo
(i) En déduire que la série - - converge et déterminer la valeur de - - en fonction de uo.
n>0 " k=0



