Lycée Hoche 2024-2025

ECG1 A . . ° Mathématiques
TD de mathématiques n°18 :
Intégrale des fonctions continues sur un segment

Pour commencer

Primaitives et intégrales

Exercice 1 Déterminer une primitive des fonctions données par les formules suivantes, en donnant les intervalles
de validité maximaux.

—T

@ o) =-1f () 1) = oy 0 1) =e
(b) f(x) =2z (xQ - 1) () flz) =z (s) f(z)= e}\ v
(¢) f(x):xl(l—arz) (k) f(x):% (t) f(z)=e _7;€R
(d) flz)= S () f(z) = 11302 (w) f(z)= f;
(e) f(z)=aV1+ a2 (m) f(z) = —— (v) flz) =
1 ez
() F(2) =17 (n) f(z) = 1oz (w) f(x)zfzw
1 (0) f(z) = 1= (z) f(z) = &5
(g) f(.’l?) - (1 +£L')2 1 o 1
(p) f(UU):W (v) f(w)*m
(h) flz) =7 _xxg (q) f(x) =1l (2) flz) = ﬁx €R*
Exercice 2
(a) Soit f:R — R la fonction définie pour tout « € R par f(x) = z(1 — x).
Déterminer 'unique primitive F' de f sur R telle que F'(0) = 1.
(b) Soit f:R% — R la fonction définie pour tout z € R par f(z) =Inz.
Déterminer I'unique primitive F' de f sur R* telle que F(1) = 0.
Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes a ’aide de primitives :
(a) b= fya® =32+ 20— 1de  (f) Iy = [ L do (k) In = [* 2+ Va2da
(b) Iy = f:; wdm (9) Ir = Olnge_xdx (1) Iz = fol ve % do
(c) Is = [; B2dx (h) Is = finlrzﬂ \/%dx (m) Iz = f13 %dw
(d) I = [y Lrde (i) Iy = [y srmpede (n) Ta = J?, |2* — 1] da
(6) I5 = f_%% ﬁdﬂ? (]) 110 = ff 5%dx (O) 115 = fol ﬁd.’li

Exercice 4 Pour tout z € R, on pose f(z) = ze® et g(z) = z2e”.

(a) Pour tout x € R, calculer f'(z), puis en déduire une primitive F' de f sur R.
(b) Pour tout = € R, calculer ¢’(z), puis en déduire une primitive G de g sur R.
Exercice 5
(x—1)2siz>1

2
. . Montrer que f est continue et calculer / f(z)de.
x — 1 sinon 0

(a) Soitf:x»—>{

n

(b) Soit (m,n) € Z* tel que m < n. Calculer / |z].

m



Intégration par parties

Exercice 6 Calculer les intégrales suivantes par intégrations par parties :

(a) I = f_ll re dx (e) Iy = ff In(1+1)dz (i) Iy = fol r?e®dx

() I = [1 aBe " dx (f) Is = fy tosda () Lo = fy (2* +a+1) e >da
(¢) Is = [[(Inz)*dx (9) Ir = [{ 2*(Inz)3dz (k) Ii = [{ (Inz)*dx

(d) L = [ 2’ nzdz (h) Is = [ Inadz () Iy = [ 22 dn

Exercice 7 Pour tout n € N, on pose I,, = fle 2" ln xdzx.

(a) Calculer Ij et I.

en+1
nt+1 ~ J1 nt1

(b) Montrer que pour tout n € N, I,, =

(¢) En déduire explicitement I,, en fonction de n.

Exercice 8 Déterminer la valeur de l'intégrale f01 zIn(l + z)dz.
Indication : on pourra s’intéresser a la division euclidienne de X2 par X + 1.

Changement de variable

Exercice 9 Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué.

(a) T fo 2x+1dx y=2x+1 (9) I7:f§ﬁdm,y:wiﬂ
(b) L= [ e,y =z (h) Is = [, 20D da,y =1+ ¢
(c) I3 :f12 ?w%%da:,y:ﬁ (4) 19:f1 mdzyy:fg
(d) I =[] NTde y=1Inz () Lo = fol eVedy,y = eV®
(e) I f1 mdx y=1+2z (k) 111:f12md%y:$2
() Ts = Jy yiyzdr.y = V7 () Lo = [, Jt=de,y = VI+e®
Exercice 10 Soit x € R*. Calculer fg 11_‘;:2 dt en posant le changement de variable s = %
Théoréme fondamental de l’analyse, intégrales fonctions de leurs

bornes

Exercice 11

(a) Déterminer I'unique primitive de la fonction z — 1 + Inz qui s’annule en 1.

z2

(b) Déterminer I'unique primitive de la fonction  — 2ze™ "z qui s’annule en 0 .

Exercice 12 Montrer que la fonction F' : z — flx |Int|dt réalise une bijection de classe C* de R% sur un
intervalle I que ’on précisera.

Exercice 13 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes (préciser le domaine) :
(a) F(z) = [; V1+t2dt (d) G(z) = [* V1+2dt
fO l—i-t—i-t2 dt (6) I(JJ) = f; 1+t+t2 dt

(C) '] fO ln(t+2)dt (f) K(J?) = fOe ln(tt+2)dt



Exercice 14 Pour tout z € R, on pose F(z) = fjx et dL.
(a) Justifier que F' est bien définie sur R et impaire.

(b) Déterminer le signe de F(z) suivant les valeurs de x.

(¢) Justifier que F est de classe C! sur R et que F'(z) = 2¢=42" _ ¢==" pour tout x € R (On pourra introduire
une primitive G de g : t —s et et exprimer F en fonction de G ).

(d) Dresser le tableau de variations de F en précisant la valeur de F'(0).

() Montrer que pour tout z > 0, ze~4*" < F(z) < z¢~* . En déduire lim F(z).

T—>+00
(f) Etudier la convexité de la fonction F sur R.

Intégration des inégalités

Exercice 15 Soient f une fonction continue et positive sur un intervalle I et a,b deux éléments de I tels que
a <b.

(a) On suppose qu'’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) # 0. Montrer qu’il existe un réel m > 0 et un segment
J C [a,b] de longueur non nulle, tels que : Vx € J, f(z) > m.

b
(b) En déduire une autre démonstration du résultat du cours suivant : si / f(z)dz = 0, alors f est iden-
a

tiquement nulle sur [a, b].
Exercice 16

(a) Montrer que pour tout ¢t € Ry, 1 —t < %th <1—t+¢t2

2

(b) En déduire que pour tout x € Ry, — & <In(l+ ) <z — 12—2 +

c,oﬁﬁD

(¢) En déduire lim 2Otp=r
z—0t ®

Exercice 17 Pour tout n € N, on pose I,, = fol ﬁ—nxdx.

(a) Montrer que pour tout n € N, ﬁ <I, < %_H et en déduire lirf L.
n—-+0oo

(b) Pour tout n € N*, calculer I,_1 + I,.
+oo

, . -1 k—1
converge et déterminer la valeur de ) %
k=1

1)'!:.71
n

(¢) En déduire que la série S =0

L on
Exercice 18 Pour tout n € N, on pose I,, = f02 Tz d.

) 1—x2 = 1—

(a) Déterminer a,b € R tels que pour tout z € R\{—1,1}, = 4+ 14% En déduire I,.
(b) Calculer Iy et montrer que pour tout n € N, I,, — I),40 = W

(c) Montrer que la suite (I,,),,oy est décroissante et positive.

)

H 2 4 , . .
(d) En minorant 1 — 2*, montrer que pour tout n € N, I,, < Sz En déduire nEI-&I-loo I,.

Exercice 19 Pour tout ¢ > 2, on pose f(t) = W

(a) Dresser le tableau de variations de f sur [2,4o00].

(b) Montrer que pour tout k > 3, W < fkk—l f(t)dt.

(c¢) En déduire que pour tout n > 3, kz_:3 m < [, f(t)dt.

(d) En déduire la nature de la série de terme général u,, = m

Exercice 20 Soit f : [a,b] — R continue telle que | f(x)| < 1 pour tout = € [a,b]. On suppose/ f(z)dz = b—a,
que dire de f 7 ‘



Exercice 21 Soit f : [a,b] — R continue (ot @ < b). On appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le réel

Ma,b =

5 / f(z)dz. Montrer que cette valeur moyenne est atteinte sur [a, b] :
—a

Je € [a,b], f(c) = Myp.

On pourra chercher deux démonstrations.
Exercice 22 Bien plus difficile.  Soit f : [0,1] — R continue strictement croissante telle que f(0) = 0 et

f(1)=1.

1
Montrer que / (f(t))"dt ——— 0. Indication : "Soit € €]0, 1]".
0

n—-+oo

Pour continuer

Primatives et intégrales

Exercice 23 Déterminer a,b € R tels que pour tout x € R\{—1, 2}, 12{7";0?12 =5+ %ﬂ.

En déduire la valeur de [ 2+ du.

Exercice 24 Soit a,b,c,d € R(c # 0). Montrer que Zfig = % (a — “;ijrif) pour tout = # —%.

En déduire une primitive de x — Zﬁ's sur tout intervalle I C R\ {—¢

Intégration par parties

bX+c
1+X2

En déduire la valeur de fl Z h””)2 dz.

Exercice 25 Trouver a,b, c € R tels que m =%+
Changement de variable
Exercice 26 Soit f: R — R une fonction continue sur R.

(a) On suppose que f est paire. Montrer que pour tout z > 0, [ f(t)dt = 2‘/’0glc f(t)dt

(b) On suppose que f est impaire. Montrer que pour tout z > 0, f f(®)dt = 0.

Exercice 27 Montrer que pour tout z > 0, pour tout y > 0,In(zy) =Inz + Iny.

1
t
Théoréme fondamental de l’analyse, intégrales fonctions de leurs
bornes

Indication : on pourra utiliser 1’égalité Inx = flz dt et le changement de variable s = %

Exercice 28 Déterminer ’ensemble des primitives sur R de la fonction z — xe®.
Exercice 29 Pour tout z > 0, on pose F(z) = [ ¢ Ldt et G(z) = F(z) — Inx.
(a) Montrer que la fonction F' est de classe 61 sur R* et dresser son tableau de variations
(b) Etudier les variations de G sur R’ et en déduire son signe.
(¢) Déterminer les limites de F en 0Tet en +o0.
Exercice 30 Soit f: R — R une fonction continue sur R.
Pour tout # € R*, on pose g(z) = L [ f
Montrer que g est prolongeable par continuité en O .
Intégration des inégalités
Exercice 31 Pour tout n € N, on pose I, = fol ﬁ—nxdx, I = fol %dm et K, = fol %dm.

Déterminer lim [,, lim J, et lim K,.
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

Exercice 32 Pour tout n € N, on pose I,, = fol %e”dw.
(a) Calculer Iy et I.
(b) Montrer que pour tout n € N,0 < [,, < 5. En déduire lim I,,.

n—-+4oo



(¢) Montrer que pour tout n € N, I;,41 = I,, — ﬁ

n +oo
(d) En déduire que pour tout n € N, I, =e — > 4. En déduire la valeur de Y ;.
k=0 k=0

Exercice 33 Pour tout n € N, on pose I,, = fol ﬁdt.

(a) Pour tout n € N, justifier 'existence de I,, puis calculer I et I;.

b) Montrer que la suite (), oy est croissante et majorée par In 2.

(0)
(¢) Pour tout n € N, exprimer In2 — I,, sous forme d’une intégrale et en déduire que In2 — I,, < %H
)

(d) En déduire lim I,,.
n—+o00



