Lycée Hoche 2024-2025
ECGI1 A Mathématiques

TD de mathématiques n°23 :
Applications linéaires

Pour commencer

Applications linéaires

— RS

. . R?
Exercice 1 Soit f : (@.y) — (2—3y. 749,20 —y)

. Montrer que f est linéaire.
3 SN RS
canoniquement associée a f.

Exercice 2 Soit f :

) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice

Exercice 3 Soit f :

Exercice 4 Soit f : 3: T+ 2y . Montrer que f est linéaire.
Y — y— 2z
z 3r+y+=z
MQJ(R) — M4’1(R)
z+y
Exercice 5 Soit f:| [z . T—y . Montrer que f est linéaire et écrire la matrice canonique-
Y —T+y
—x—vy

ment associée a f.

MQJ(R) — MQJ(R)
Exercice 6 Soit f : <x> (my) . Montrer que f n’est pas linéaire.
y ||

Exercice 7 Ecrire les applications linéaires matricielles canoniquement associées aux matrices suivantes.

1 -1 10 -1
(“)M_<1—3) ) M=|2 -2 3
1 5 -3
10 -1
2 -2 3
OM=17 5 3 N 4 -1 o213
2 0 4 WM={_1 o 251

Exercice 8 Soit (e1, e, e3) la base canonique de R3.

Soit f : R® —s R? une application linéaire telle que f (e1) = (—1,1), f (e2) = (3,1) et f (e3) = (1,0).
Déterminer f((x,vy,2)) pour tout (z,y,2) € R3.

Exercice 9 Soit (E1, E2) la base canonique de Ms 1(R) et f: My 1(R) — M3 1(R) une application linéaire
telle que f (Eq) = (é) et f(Eq) = (_11)

Déterminer f(X) pour tout X € Mo 1(R).
Exercice 10 Soit (E1, E2, E3) la base canonique de M3 1(R) et f : M31(R) — M3 1(R) une application

1 -3 -7
linéaire telle que f(Ey) = | —1 |,f(E2) = 2 | et f(Es) = 4
2 -1 1
x x
Déterminer f Y pour tout | y € M31(R).
z z



R? — R2 R2 — R?

Exercice 11 Soient f : (@,y) — (z+y2—y) et g: (0,y) — (20—3y,2)

(a) Montrer que f et g sont linéaires.

(b) Déterminer les matrices A et B canoniquement associées & f et g.
(c) Déterminer les applications linéaires f o g et go f.

R3 — R3

Exercice 12 Soit f : (@,0,2) — (242+2y+22—2)

Montrer que f est une application linéaire bijective et que f~' est linéaire.

M2’1(R) — MQJ(R)
Exercice 13 Soit f : (x) ., (® +y
Y r—=y

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice A canoniquement associée & f.
(b) Montrer que f est bijective et déterminer la bijection réciproque f~! de f.

(c) Montrer que f~! est linéaire et donner la matrice B canoniquement associée a f~1.
(d) Comparer B et A1

Moi(R) — M2 (R)
Exercice 14 On considére I'application p :| [z 1/x+2y\ .
—_— =
Y 5\ 2z + 4y
Montrer que p est linéaire et prouver que p o p = p.
Mz1(R) — M3 (R)

Exercice 15 On considére I’application s :| [z —bx — 6y .
—
Y 4x + by

Montrer que s est linéaire et montrer que so s = Idpy, ,(r)-

R3 — R?
(z,y,2) — (r—y+z,—r+y+z,—r—y+32)"

Pour tout A € R, on pose Ey = {u € R?, f(u) = Au}.

a) Montrer que f est linéaire.

b) Montrer que pour tout A € R, E\ est un sous-espace vectoriel de R3.
c) Montrer que fo f =3f — 2idgs.
d) En déduire que pour tout u € E}, ()\2 -3+ 2) u = Ogs.
)
)

Exercice 16 Soit f :

e) Montrer que pour tout A € R\{1,2}, E\ = {Ogs}.
f) Déterminer la dimension de F;.
g) Déterminer la dimension de Es.
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Exercice 17 Soit v = (vq,...,v,) € R™ tel que Zvi =2.
i=1

On considére application f : R™ — R"™ définie par :

Fl(@1, e n)) = (21, 0oy Tp) — (Z xz> .

i=1

(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Déterminer f o f.
(c) Montrer que f est bijective et déterminer f—!.

Exercice 18 Soit f: R®™ — R™ une application linéaire.

On suppose que pour tout u € R™, f(u) € Vect(u).
Montrer que f est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que pour tout v € R”, f(u) = A.u.
Indication : on pourra faire bon usage de la base canonique de R™.



Noyau et 1mage
R3 — R3
(5177:[/72) — ((E—y,y—Z,Z—.’IJ) )
(a) Montrer que f est linéaire.

(b) Déterminer Ker(f) et Im(f). On donnera une base de Ker(f) ainsi quune base de Im(f).
(c¢) L’application f est-elle injective ? surjective?

Exercice 19 Soit f :

R3 — R

Exercice 20 Soit f: (z,9,2) — —x+2y+52)"

(a) Montrer que f est linéaire.

(b) Déterminer le rang de f.

(c¢) En déduire la valeur de dim(Ker(f)).
(d) Déterminer une base de Ker(f).

R3 — R2

Exercice 21 Soit f: (a,b,¢c) — (2a+3b—c,a+b+c)’

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.
(b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).
(c) Déterminer l'image de f, puis donner une base de Im(f).

M3’1 (R) — M3’1 (R)

. . ) T rT+y—=2
Exercice 22 Soit f: y s 2% +y— 3z
z 3x + 2y — 4z

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.
(b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).

(c) Déterminer I'image de f, puis donner une base de Im(f).

(d) L’application f est-elle bijective?

Exercice 23 On pose A = < 12 > et f: Moa(R) — Mo, (R)

0 3 X — AX -X
(a) Montrer que f est une application linéaire et déterminer la matrice canoniquement associée a f.

(b) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de Ker(f).

(c) Déterminer I'image de f, puis donner une base de Im(f).

11
(a) Déterminer le rang de A.
(b) En déduire le noyau de A.
(c) L’application linéaire f canoniquement associée a A est-elle bijective? Si oui, déterminer f~1.

Exercice 24 Soit A = ( 21 >

1 1 2
Exercice 25 Soit A=| 1 2 3
1 2 3
(a) Déterminer le rang de A.
(b) Déterminer le noyau de A et donner une base de Ker(A).

Exercice 26 Soit A = (ai,j)(z‘j)e[u 2 € M., (R) telle que pour tout (i,j) € [1,n]% a;; =i+ j.
Déterminer rg(A).

Exercice 27 Soit A = (G;i,j)(i Hepn]? € M,,(R) telle que pour tout (i,75) € [1,n]? a;j =i+ j +1ij.

Déterminer rg(A).

Exercice 28 Soit n € N* et (eq,...,ey) la base canonique de R™.
R" — R”
Soit f : .
! (1, Tn_1,2n) — (0,21,...,2p_1)

(a) Montrer que f est linéaire.

(b) Déterminer Ker(f) et en déduire rg(f).

(c) Pour tout k € [1,n], on note f* = fo-.-o f. Déterminer, pour tout k € [1,n], la valeur derg (f*).
—

k fois



Exercice 29 Soit n € N* et (eq,...,e,) la base canonique de R™.

R" — R”

Soit f : (1, @) +— (Tpyeeyx1)

(a) Montrer que f est linéaire et déterminer f o f.

(b) Déterminer Ker(f) et rg(f). Exercice 30 Soit n € N* et (eq,...,ey) la base canonique de R™.
Soit f : R™ — R™ une application linéaire telle que f (e;) = Ogn et pour tout i € [2,n], f (e;) = ie;_1.
(a) Déterminer Im(f).

(b) Déterminer Ker(f).

(c) L’application f est-elle injective? surjective?

Exercice 31 Soit f: R®™ — R™ une application linéaire.
(a) Montrer que Ker(f) C Ker(f o f).

(b) Montrer que Im(f o f) C Im(f).

(c) Montrer que Ker(f) = Ker(f o f) <= Im(f o f) = Im(f).

Exercice 32 Soit f: R™ — RP une application linéaire et (e,...,e,) la base canonique de R".
(a) Montrer que : f est injective <= (f (e1),..., f (en)) est une famille libre.

(b) Montrer que : f est surjective <= (f (e1),..., f (en)) est une famille génératrice de RP.

(c) Montrer que : f est bijective <= (f (e1),..., f (en)) est une base de RP.

Exercice 33 Soit f: R" — RP et g : RP — R™ deux applications linéaires.
(a) Montrer que go f = 0 <= Im(f) C Ker(g).

(b) Montrer que rg(g o f) < rg(g).

(c) Montrer que rg(go f) < rg(f).

Exercice 34 Soit A € M,,(R). On suppose qu'’il existe B € M,,(R) telle que AB = 1,,.

Montrer que A est inversible et B = AL,
Indication : considérer les applications linéaires f, g : R™ — R"™ canoniquement associées & A et B.



