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TD de mathématiques n°4 :
Généralités sur les suites réelles

Pour commencer

Généralités sur les suites

Exercice 1

+e

(a) On consideére la suite u donnée par ug = et ¥n € N,u,y1 = (e — 1) In(z) + 1. Montrer que u,, existe

et u, € [1,e] pour tout entier naturel n.

(b) On considére la suite u donnée par ug = 3 et Vn € N, u,+1 = /1 + u,. Montrer que w,, existe pour tout
entier naturel n.

Exercice 2 Vrai ou faux 7

n+1

b) La suite (u,) définie sur N par u,, = 2™ + n + 1 est minorée.
( p

(a) La suite (uy) définie sur N par u,, = est majoré par 2.

(¢) La suite (u,) définie sur N par u,, = 2" + 1 est majoré.
1
(d) La suite (u,) définie sur N par u,, = o est bornée.

(e) Toute suite est nécessairement soit minorée, soit majorée.

Exercice 3 Pour tout n € N, on pose u,, = nz—fl et v, =

2n+1
n+2 °

Montrer que les suites (), cy €t (Un), ey s0nt bornées.

Exercice 4 Pour tout n € N*, on pose u, = ;g +1In (2.
Montrer que la suite (u,), oy~ €st bornée.

Exercice 5 Pour tout n € N*, on pose u, =n — = et v, =n+ +.
Etudier les sens de variations des suites (un),cy- €t (Un),cn-

Exercice 6 Dans chacun des cas suivants, étudier les variations de la suite (uy,,), dont le terme général u,, est
donné en fonction de n.

(a) u, = % (€) un = n2_:1 (e) un =2n+ (_1)n

(b) up =In(n+1) —In(n) (d) up=vn+1—yn (f) un = el —en

Exercice 7 Pour tout n € N tel que n > 4, on pose u,, = ;’—j

(a) Montrer que la suite (uy),,-, est décroissante.
(b) En déduire que pour tout n € N tel que n > 4,n? < 2",

Exercice 8 On considére une suite (uy,) définie par un terme initial ug > 1 et vérifiant pour tout n € N la

relation de récurrence .41 = 3u, — 2.

neN

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, > 1.

(b) Déterminer le sens de variation de la suite (uy,),,cy-
Un

définie par u; = 1 et pour tout n € N* w,, 11 = 1+ i

Exercice 9 On consideére la suite réelle (uy),, -
(a) Montrer que pour tout n € N* 1 < w,, < 2.

(b) En déduire le sens de variations de (uy,)

neN*-
2
Exercice 10 On considére une suite (u,),y telle que pour tout n € N, u, 1 = % Déterminer le sens
de variations de la suite (uy),,cp-
Exercice 11 On considére la suite (uy,),, o définie par ug = —1 et pour tout n € N, u,41 = %un+%n+1.

Montrer que pour tout n € N,u,, <n et en déduire le sens de variations de la suite (un),cy-



Exercice 12 On considére la suite (uy), o définie par ug = 2 et pour tout n € N, u, 41 = i (un + 7%)

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, > 0.

2
Uy, — \/5
(b) Montrer que pour tout n € N, u, 1 — 2 = (n27>
Un

(c) En déduire que la suite (uy,),, oy est minorée par v/2.
(d) En déduire le sens de variations de la suite (u,),, cy-

Exercice 13 Soit f : Dy — R une fonction telle que pour tout = € Dy, f(x) € Dy. On considére une suite
réelle (uy),cy telle que ug € Dy et pour tout n € Ny u,1 = f (un).

Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, € Dy.

1+ (un)2

Exercice 14 On considére une suite (u, ),y telle que pour tout n € N, u, 41 = 5

(a) Dans cette question, on suppose que uq € [0, 1].
(i) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u, € [0,1].
(ii) En déduire le sens de variations de la suite (uy),,cy-

(b) Dans cette question, on suppose que ug € [1, +00[.
(1) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, € [1,400].
(it) En déduire le sens de variations de la suite (u,),,cy-
Suites remarquables

Exercice 15 Vrai ou faux ?
(a) La somme de deux suites arithmétiques est arithmétique.
(b) Le produit de deux suites arithmétiques est arithmétique.
(¢) La somme de deux suites géométriques est géométrique.
(d) Le produit de deux suites géométriques est géométrique.
Exercice 16 Dans chacun des cas suivants, déterminer explicitement u,, en fonction de n, pour tout n €

N.

(a) up =2 et upy1 =ty +3
1
(b) up =2 et upy1 = 3uy, (d) us =2 et upyq = 3Un

Exercice 17

(a) On considére la suite réelle (u,), .y définie par up = 1 et pour tout n € N,u,41 = u, +n. La suite
(tn), ey est-elle arithmétique, géométrique, ou bien ni I'un ni 'autre?

1 n
b) On considére la suite réelle (u,, . définie pour tout n € N* par u,, = 1+ — | . La suite (u, .
neN neN
n

est-elle arithmétique, géométrique, ou bien ni 'un ni 'autre?
n
Exercice 18 Déterminer, en fonction de n € N, la valeur de Z uy lorsque :
k=0

(a) wp=2et upt1 =up +3 (¢c) wp="Tet upt1 =up —5

(b) up =2 et upy1 = 3uy, (d) up =4 et upy1 = —2uy,

Exercice 19 On considére la suite réelle (“n)neN définie par ug = 1 et pour tout n € N, u,, 11 = 3u, +3".

u
(a) Pour tout n € N, on pose v, = 3—: Que peut-on dire de la suite (vy,)

2
neN -



(b) Déterminer explicitement w,, en fonction de n, pour tout n € N.

Exercice 20 Considérons les suites u et v définies sur N* par :

Vn € N* Uy = Un/Un
(a) Montrer que (u,)nen+ est bien définie et que : Vn € N* u,, > 4.

b

=4
{u1 et Vn € N* v, = In(uy,).

(b) Etudier les variations de (uy, ).
(c) Justifier que (vy,)nen- est bien définie.

)
)
)
(d) Déterminer le terme général de (v, ), puis celui de (up)n.

1
Exercice 21 On considére la suite réelle (un)neN définie par ug = 1 et pour tout n € Nyu, 11 = iun +n+
1.

1
(a) Montrer qu’il existe une unique suite arithmétique (v,),, oy telle que pour tout n € N,v, 1 = 5Un +n+1.

(b) En déduire explicitement w,, en fonction de n, pour tout n € N.

Exercice 22 Soient (un),cy €t (Vn),cy deux suites réelles définies par ug = 1 et vy = —1 et pour tout
neN:

Upt1 = Up + 2vy,
Unt+1 = 2Up — 20,
Pour tout n € N, on pose a,, = —u, + 2v, et B, = 2u, + vy,.
(a) Déterminer une relation de récurrence vérifiée par la suite (ov,), o ( Tesp. (Bn),en)-

(b) En déduire explicitement u,, et v,, en fonction de n, pour tout n € N.
. . . . Su, — 1
Exercice 23 On considére la suite (un)nEN définie par uy = 2 et pour tout n € Ny u, 11 = ﬁ
Un,

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u, > 1.

(b) En déduire le sens de variations de la suite (uy),,cy-

1
Up — 1

(¢) Pour tout n € N, on pose v,, =

1
Montrer que la suite (vy), o est arithmétique de raison 7

(d) En déduire, pour tout n € N, une formule explicite donnant v,, en fonction de n.
(e) En déduire, pour tout n € N, une formule explicite donnant u,, en fonction de n.
Exercice 24 Dans chacun des cas suivants, déterminer explicitement u,, en fonction de n, pour tout n €

N:

_ _ 1 4 1
(a) up =2 et upy1 = 3u, — 2 (¢) Ulz_g ot Un+1:gun+g

1 1
(b) uz =2 et upy1 = —2u, +3 (d) ug = > et upq1 = gun 3

Exercice 25 Soit (u,),cy la suite réelle définie par ug = 0 et pour tout n € N,u, 1 = 2u, + 3". Pour tout
n € N, on pose v, = 3—2
(a) Montrer que la suite (v,), oy est arithmético-géométrique

(b) En déduire une expression explicite de w,, en fonction de n, pour tout n € N.

1
Exercice 26 Soit a € R*. Soit (u,),cy la suite définie par ug = 5 et pour tout n € Ny up1 —uy = a (1 — up,).

Déterminer explicitement u,, en fonction de n, pour tout n € N.

Exercice 27 Dans chacun des cas suivants, déterminer explicitement u,, en fonction de n, pour tout n €

N.



_ _ _ 11 7
(a) upo=0et ug =1 et upto = 3upy1 — 2uy, (c) uz = 3 ot Uy = 3 et Qup o = dUni1 — Un
9 9
(b) wp=1let u; = ) et Upyo = 3Upy1 — iun (d) up=0et u; = 2v/3 et Up42 = 2Up41 + 2uy,

Exercice 28 On considére deux suites (un), oy €t (vn),cy telles que ug = 1 et vg = 0 et pour tout n € N

Up4+1 = duy, — v,
Unt+1 = 2Up — Uy,

(a) Montrer que la suite (uy,), oy est récurrente linéaire d’ordre 2.

(b) En déduire une expression explicite de wu,, puis v,, en fonction de n.

Pour continuer

Généralités sur les suites

Exercice 29 On considére la suite réelle définie par ug = 1 et pour tout n € N, u, 1 = H“—Z
(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, > 0.
(b) En déduire le sens de variation de la suite (un),,cy-
Exercice 30 Soit (u,),cy la suite réelle définie par ug = 0 et pour tout n € N,upq =1/1+ (un)2

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

(b) En déduire le sens de variations de la suite (uy),,cy-

Exercice 31 Soit (uy),y une suite réelle telle que ug > —1 et pour tout n € N, up 41 = w1,
o \Y 1+(“n)2

(a) Montrer que pour tout n € N,u,, > —1.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (un),,cy-

n

la suite réelle définie pour tout n € N* par u,, =1 — —

Exercice 32 Soit (uy) o

neN*
(a) La suite (uy), oy~ est-elle monotone?
(b) La suite (uy), cy- est-elle majorée?

(c) La suite (uy),cy- est-elle minorée?

Exercice 33 On considére la suite (un)neN définie par ug € R% et pour tout n € N, 1,41 = T +nu .
n
. , . 1
Montrer en raisonnant par récurrence que pour tout n € N, u,, existe et u,, = T
n+ —
g

Exercice 34 On considére deux suites réelles (u,),,cy €t (vn), oy telles que pour tout n € N, on ait les relations
2 2
Upt1 = (up)” + 3u, + 1 et vy = (vy)” — v, + 1.

Déterminer le sens de variations des suites (u,),cy et (Vn),en-

. . o o s 1
Exercice 35 On considére la suite réelle définie par ug = 1 et pour tout n € N, up41 = /1 — up.

Montrer que pour tout n € N, u,, existe et 0 < u,, < 1.

Exercice 36 (+) On considére la suite (uy) définie par ug = 1 et pour tout n € Nt 11 = /1 + Up.

neN
(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, > 0.
(b) Déterminer les racines du polynéme P, (X) = X2 — X —n, pour n € N.

(c) Montrer en raisonnant par récurrence que la suite (uy), .y est croissante. On pourra s’aider d’une com-
paraison de u,, aux racines de P,, & démontrer.



Suites remarquables

Exercice 37 Dans chacun des cas suivants, déterminer explicitement u,, en fonction de n, pour tout entier n
convenable :

v (j
(

(a) up =7 et Upy1 = Up — 5 (9) u1 =3 et upy1 =2u, — 5
(b) uo =4 et upy1 = —2uy, (h) uo=0et upr1 = —4u, +5
(c) us =12 et upt1 = uy +1 (i) u1 =6 et ug = —6 et upyo2 = —2Upy1 + uy,
(d) ug=—1et w41 = _3un i) up=1et ug =1 et upta = —2Upy1 — Un
)
)

(e) up =2 et Jupt1 = 2u, — 1 k) ug=>5et uy =0 et upro = Upny1 + 6uy,
(f) ug =1et buprs = —u, +3 (1) up="6¢et ug =5 et bupro = dupyr — Uy
. . . o 3uy +1
Exercice 38 Soit (uy),cy la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, u,41 = . 14
Up
3 1 b
(a) Déterminer a,b € R tels que pour tout 2 € R\{—2}, 23; I 10 + o d

1
(b) En déduire par récurrence que pour tout n € N, u,, existe et —1 < u,, < —.

2
(c) En déduire le sens de variations de la suite (uy),,cy-
2u, — 1
(d) Pour tout n € N, on considére la suite auxiliaire (vy,),,oy définie pour tout n € N par v, = %
u7l
(i) Pour tout n € N, exprimer v, en fonction de v,.
(#4) En déduire, pour tout n € N, une formule explicite donnant v,, en fonction de n.
(#47) En déduire, pour tout n € N, une formule explicite donnant w,, en fonction de n.
. . . i P 3—2u
Exercice 39 Soit (uy), oy la suite réelle définie par ug = 1 et pour tout n € N, uy 41 = 2u, + 7171 Pour

tout n € N, on pose v, = nuy,.
(a) Montrer que la suite (vy), oy est arithmético-géométrique.
(b) En déduire une formule explicite pour vy, puis u,, en fonction de n.

Exercice 40 Soit p €]0,1[. On considere la suite réelle (u, ),y telle que ug = 0,u; = p et pour tout n € N

Unt2 = Pnt1 + (1 —pluy

Déterminer explicitement w,, en fonction de n, pour tout n € N.



