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Exercice 1
1. (a) (b) et (¢) : Voir cours.
(d) Montrons : Vz € R, P(x).

1
Soit & € R. Montrons P(z) : (Vn € N* z < E) = z <0.

S-

Par contraposition, supposons x > 0 et montrons : In € N*, x >

1

Soit n un entier naturel supérieur & —. Un tel entier existe, car N n’est pas majoré (par exemple,
x

n=|1/z] + 1 convient).

Alors, n > 1/x > 0 car « > 0, donc n € N*.
1

Par décroissante de ¢ — 1/t sur Ry : — <=z
n

1
Ceci montre bien : In € N* z > —.
n

Finalement,

P(z) est vraie, et ce pour tout z € R. ‘

2. Montrons par double implication que :
(HAeRVzeR,—-A<L f(z) <A) < (FAeR ,VzeR,-A< f(z) < A).
e Montrons (JA e R,Vz e R,—A< f(z) < A) = (AR ,Vz e R, -A < f(z) < A4).
Supposons : 3A € R,Vz € R, —A < f(z) < A, montrons :

JAeR, Vz eR,—A< f(z) < A.

Par hypotheése, on dispose de A € R tel que: Vo € R, —A < f(z) < A.
En particulier, —A < f(0) < A.
Donc —A < A, donc 0 < 24, et donc (2> 0) : 0 < A.
Ceci montre que A € Ry, et on avait : Ve e R, —A < f(z) < A.
Donc: 3JA e Ry, —A < f(x) < A, d’ou la premiére implication.
e Montrons (A e R, Vz e R,—A< f(z) < A) <= (FAeR ,Vz e R, —A < f(z) < A).

Cette implication est claire, car R, C R : si on dispose de A € Ry tel que Vo € R, —A < f(z) < A,
alors en particulier A € Ret Vx € R,—A < f(z) < A, donc :

JAER,Vr R, —A< f(z) < A.

On a bien montré ’équivalence voulue, par double implication. ‘

3. Voir cours (disjonction des cas).

4. Voir cours, TD et document relatif a la premiére séance de soutien sur cahier de prépa.

5. (a) La proposition s’écrit : ‘Vy €R,, 3z € R,In(1 +22) =y. ‘

2

(b) La proposition s’écrit : ‘Vm eR,z<2* = x=0ouz>1 ‘

6. Voir cours. Les réponses doivent étre des restitutions de définition complétes, par exemple : «On dit que
f est strictement décroissante sur I si: ¥(z,y) € I?,2 <y = f(x) > f(y).» (f et I sont introduits par
Pénoncé).



7. Voir cours.
8. Voir cours.

9. Voir cours pour la rédaction des récurrences, et s’entrainer au calcul avec les fractions et les puissances si

celui-ci vous a bloqué.
10.

P=1

for i in range(1,99):
P=Px(i+1/(i+1))

print (P)

Exercice 2

1. (E) est une équation polynomiale donc est définie sur R.

1
VxE]R,xz—ix:ZT—i—ll = xz—gx—él:O.

5 25 89
Le polynéme X2 — §X — 4 est du second degré, il admet pour discriminant A = i + 16 = T > 0.
Donc (F) admet exactement deux solutions :
) 89
2 1_5—\/896t5+\/89
2 4 4

2. Soit z € R.

Les expressions x 4+ 1,2x — 1 et 2z + 1 sont définies en tant qu’expressions affines de x. De plus, 2z — 1 =
0 = z=1/2.

1
Par quotient, I'inégalité ; + T

Donc le domaine de définition de (I) est D =R\ {1/2}.

< 2x + 1 est correctement définie si et seulement x # 1/2.

Passons a la résolution de (I).

Soit ¢ € D.

r+1 x+1
241 e
or—1 =0T % — 1

1—(2 12z -1
p+1-QuaEe-1)
20— 1
44+ x+2
= —— <0
20 —1

-(2z+1)<0

Le trinome —4X? 4+ X + 2 a pour discriminant 1 + 32 = 33 > 0, il admet donc deux racines :

_SLVB_14VB  1-VE
_ -t _1-V38

a -3 8

2

De plus, 2o < 0 < 1/2 (car /33 > 1) et x; > 1/2 = 4/8 car v/33 > 3 (car 33 > 9).

Son coeflicient dominant étant strictement négatif, on a le tableau de signe suivant :

_ 1
T —00 lg/ﬁ 5 1+é/§ 400
Az +x+2 - 0 + + 0 —
2z — 1 — — + +
— 42 2
T +x+ n 0 _ 4 0 .
20— 1




Finalement, | ’ensemble des solutions de (I) est |

1—\/%1
8 2

+/33
8

SE  +o0|-

. Notons (F) I’équation |22 — 1| = 2z.

(F) a pour domaine de définition R (les polynomes et la fonction valeur absolue étant définis sur R).

2-1/>0
(F) n’a pas de solution sur R* car : Vz <0, @ |2
22 <0
Soit x € R,
2’ —1|=20 <= 2 -1=22z0uz’-1=—-2z
|

= 2°-2r-1=00uz’+22-1=0

— (z—-1)?-2=0o0u(z+1)*-2=0

— (r—1)2*=2o0u(z+1)2?=2

— z-1=V20uz—1=—V2o0uz+1=v20uz+1=—-V2
— z=14+V2ouz=1-v2ouz=vV2—-1louz=—-1—-+2

Or,\/i > 1donc: 14++v2et v/2—1 sont positifs, tandis que 1 — V2 et —1 — /2 sont strictement négatifs.

Donc les solutions positives de (F) sont 14 /2 et v/2 — 1.

Conclusion : | L’ensemble des solutions de (F) est {1+ +/2,v/2 — 1}.

. Pour tout réel x, 22 > 0 donc 1+ 222 > 1 > 0.

x
Donc I’expression 522 est définie pour tout réel z, comme quotient de réels dont le dénominateur est
x
non nul.
x
Donc ’équation (E,) : ——— = a a pour domaine de définition R.
1+ 222
Pour tout x € R :
z 2 2
=a <= z=a(l+22°) < 2az°—x+a=0.
1+ 222

Donc les solution de (E,) sont les racines du polynome P, = 2aX? — X + a.
Premier cas : si a =0, alors P, = —X donc 'unique racine de P, est 0.
Donc si a =0, (E,) admet 0 comme unique solution.

Second cas : Sinon, a # 0.

2a # 0, donc P, = 2aX? — X + a est un polynome du second degré, de discriminant :

Ay =1-8a>=1% - (V8a)? = (1 — V8a)(1 + V8a).

Le signe de A, en fonction de a est donc donné par le tableau suivant (\/g = 2\/5):

a —00 25 0 2z +0oo
1—+8a + + + 0 -
1+ v8a - 0+ + +

Aa - 0 + + O -

1 1
Premier sous-cas : Sia ¢ |———,——
#l 22" 2/2

de solution.

], alors A, < 0 donc P, n’a pas de racine réelle, et (F,) n’a pas



. 1 1 . .
Second sous-cas : Si a = ———= ou a = —=, alors A, = 0 donc P, a une unique racine et (E,) a une

2v/2 2V/2

. . 1
unique solution : —.
a

Troisiéme sous-cas : Sia €] — 0[Y] [, alors A, > 0, P, a exactement deux racines et (E,) a

1 1
—_— 0’7
2v/2 2v/2

1+ +v1—8a? ot 1—+1—8a?
4a 4a '

exactement deux solutions :

Conclusion :

1 1 1
e Sia=———=oua=—=, alors (E,) admet une unique solution : —.

22 242 4a

e Sia=0, alors (F,) admet une unique solution : 0.

1+ +v1—8a? ot 1—+v1—8a?

Si —
$ mra 6] 4a 4a

[U] [, alors (E,) admet exactement deux solutions :

1 1
. 0[U]0, ——
2v2 2v2
e Sinon, (E,) n’admet aucune solution.

. Soit k un réel. Notons (Ej) I'équation (2% — 2z)(2? + 2x) = k d’inconnue réelle z. k est solution du
probléme posé si et seulement si (Fj) admet (au moins) une solution.

L’équation polynomiale (Ey) est définie sur R.

Soit z € R.

(22 —2x)(a? +22) =k <= 2t —42® — k=0 < t? —4t -k =0,
ot 'on pose t = z2.
Donc : x est solution de (Ej) si et seulement si t = 22 est racine du polynéme P = X2 — 4X — k.
Ce polynéme du second degré a pour discriminant A, = 16 + 4k = 4(4 + k).
On remarque : A, >0 < k > —4.
Premier cas : Si k < —4.
Dans ce cas, P n’a pas de racines, donc z n’est pas solution de (Ey), et ce pour tout réel x.
Conclusion partielle : si k < —4, alors k n’est pas solution du probléme posé.

Second cas : Sinon, k > 4.

Dans ce cas, Ax > 0 donc P admet au moins une racine. Ses racines, éventuellement égales, sont alors :
4+ /A
1 :T’f:Q+\/4+ket 29 =2—VA+ k.

On remarque que x1 > 0 (x1 est sommes de réels positifs).

Donc dans ce cas, si x = /21, alors t = z; est racine de P.

Donc /1 est solution de (Ej).

Conclusion partielle : Si k > 4, alors k est solution du probléme posé.

Conclusion :

Les réels k solutions du probléme posé sont exactement les réels supérieurs & —4, et si k > —4, alors en

posant x = /2 + /4 + k, on a ’égalité :

(22 — 2z)(2? + 22) = k.

1 7

. Mont : :VneN*, P(n):“S,=1— ——=".
ontrons par récurrence : Vn (n) P

Initialisation :



1 1
S; = 13- 1/2 et 1— 111 1/2 donc P(1) est vraie, d’ou 'initialisation.
Hérédité : Soit n € N*.

Supposons P(n) et montrons P(n + 1).

S —L+L+L+ + 1 + 1 =5 +;
T 12723734 " T atn+1) (n+Dm+2) " T+ D)(n+2)
Par P(n) :
1 1 1-(n+2) —(n+1) 1
Spt1=1-— =l14+— =1+ —-=1-—7.
i n+1+(n+1)(n+2) +(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2

Ceci démontre P(n + 1), d’ou I'hérédité.

1 2
On a bien montré, par récurrence : Vn € N* S, = %

Exercice 3

1. z — e* est définie sur R, donc x — e~ " également par composition avec une fonction affine. Donc les
fonction z +— e* — e™" et x +— e¥ 4+ e~ " sont définies sur R en tant que sommes de telles fonctions.

De plus, pour tout réel z, e* > 0 et e > 0 donc e® + e~ > 0.

T _ -z

- . € € PP . . i
Ainsi, la fonction th : x — prp— est définie sur R comme quotient de fonctions définies sur R dont le
et +e

dénominateur ne s’annule pas.

2. Le domaine de définition de th étant R, il est bien symétrique par rapport a O.

-z _ ,—(—x) z _ -z
e e € e
Vo € R, th(—z) = P ey e —th(x).

Ainsi, ‘ La fonction th est impaire. ‘

u(z) =e* —e™®
v(r) =e®*+e*
composeée de telles fonctions (x — —x est affine donc dérivable). Donc u et v sont dérivables sur R en
tant que sommes de telles fonctions.

3. Posons pour tout réel x. z — e” est dérivable sur R, donc = — e~ * également comme

Ainsi, ‘ la fonction th est dérivable sur D' = R ‘ comme quotient des fonctions u et v dérivables sur R, dont
le dénominateur v ne s’annule pas.

De plus, pour tout réel x :

th'(z) =
(z) mESE

(@A) ) — (e (e - o)
(e + e=)2

B 62:1: 4 2e%e~% 4 672$ _ 6230 4 2e%e~% — 6729:
(61' +€—w)2

_ 4

- (61 + 67$)2

(e*e™® = e = 1). Reprenons le calcul differemment & partir de la seconde ligne:

oy (&P e (e —em?)?
th (.’E) - (em +e—$)2 B (BI +6_$)2

:1—(&_61>2:1—@mmf

et e %

4

ce qui prouve 1'égalité voulue : |V € R, th'(z) = 1 — th*(z) = (=




4. Soit x un réel.
e >0et e >0donce®+e %> 0.

Donc th'(z) = 5 est un réel strictement positif comme quotient de réels strictement positifs.

th’ étant strictement positive, th est strictement croissante sur R, d’otl le tableau de variation :

x —00 —+00

th(z) | -1 2 +1

5. th étant dérivable en 0, sa courbe admet une tangente au point d’abscisse 0 d’équation donnée par :

y = th(0) + xth’(0)

Avec th(0) = 0 et th'(0) = 1 — th?(0) = 1, ‘la tangente recherchée est la droite d’équation y = .

Y
A

1

y=thz

6. Soit z € R. Le réel e* + e~% est strictement positif, donc :
—1<th(z) <1l <= ("+e ") x(-1)<e”—e "<’ +e™
— —e"—e < —eTetet —eT <"+ "
— —e"<eet —eF<e®
= 0<2et 0< 27
—0<efetO<e "

Or, 'exponentielle est strictement positive, donc la derniére proposition est vraie.

Par chaine d’équivalence, —1 < th(z) < 1, d’ou :

Ve e R, -1 < th(z) < 1.
| |

7. On a montré question 3 que th est strictement croissante sur R.

Donc pour tout réel a, th(a + 1) > th(a), donc th n’atteint pas de maximum en a.

Donc | th n’a pas de maximum. ‘

Si vous avez arqgumenté avec la condition nécessaire d’extremum (proposition 64 chapitre 2), il ne fallait
pas oublier de dire que R est un intervalle ouvert pour appliquer convenablement ce théoréme.

8. th est strictement croissante, donc croissante, sur [0,1n(2)].
De plus, th est continue, car dérivable, sur [0,1n(2)] (car elle I'est sur R).
Par théoréme, th([0,In(2)]) = [th(0), th(In(2))].

eln(Z) _ 1/eln(2) 3

Or th(0) =0 et th(ln(2)) = PR yETe) =5

Done | th([0, In(2)]) = [0, %1-

9. (a) Soit g:x — th(z) — a.

g est dérivable sur R, en tant que somme des fonctions th, dérivable sur Ry d’aprés la question 3,
et x — —x, dérivable sur R car affine.

D’aprés la question 3 :
Vo € Ry, ¢ (x) = th'(z) — 1 = —(th(z))%



Le carré d’un réel étant toujours positif : Vo € Ry, ¢'(z) < 0.

De plus, pour tout z € Ry :

Jd(@)=0 < th(z) =0 < " —e =0 < ' =¢ " & o 2= z=0.

((1) :par croissance stricte de I’exponentielle sur R).

Donc ¢’ est négative sur R et s’annule uniquement en 0. Par théoréme, g est strictement décroissante
sur R .

Par décroissante stricte :
Vx> 0,9(x) < g(0) = 0.

Donc : Vz € R%  th(z) —z < 0.

Ainsi : ‘Va: € R%,th(z) < . ‘

(b) Soit z € R.
Cl+1

D’autre part, th est strictement croissante sur R donc :

On a th(0)

Vvt > 0,th(t) > th(0) = 0 et Vt < 0, th(£) < th(0) = 0.

Si z > 0, on a donc |th(z)| = th(z) et |z| = .
D’apreés la question précédente, th(z) < z. Donc [th(z)| < |z|.
Si z =0, alors [th(z)| =0 = |z|.
Si z < 0, alors par imparité de th :
th(z)] = | — th(~2)| = [th(—2)| = th(~2)
car alors —x > 0.

Donc dans ce cas, d’aprés la question précédente :

[th(z)| = th(—z) < —z = |x|.

Finalement, dans tous les cas : [th(x)| < |z|, et le cas d’égalité n’est réalisé que si z = 0.

On a bien montré : ‘Vx € R, [th(z)| < |z| et (Jth(z)| = |z| <= 2 =0). ‘

10. (a) Supposons m ¢| — 1,1[. D’aprés la question 6 : Vz € R, th(z) €] — 1,1].
Ainsi : Vo € R, th(x) # m.

Donc ’ si m ¢] — 1, 1], alors ’équation (E,,) n’a pas de solutions. ‘

(b) Soit z € R.

On a déja montré —1 < th(x) < 1, donc th(x) # 1, et on peut bien effectuer le calcul suivant :

L+th(z) _ (1+th(@))(e” +e*)

1—th(z) (1 —th(z))(e*+e®)
_ e,l +e _ + e“ —e€ — car th(z)(e® + e %) = ¥ — e ®
ef +e T —et fe7 "

2 xr
— 2e(iI — emf(fz) — 62:6
1 h
doti : |Vx € R, L+ th(z) = 2%,
1 — th(z)




(¢) Soit m €] — 1,1[. Montrons par analyse-synthése que l’équation (E,,), définie sur R, admet une
unique solution.

Analyse. Supposons existence d’une solution a ’équation (E,,) et soit « une telle solution.
14+m
Alors, th(z) = m donc d’aprés la question précédente, IL = e27,
-m

1 1
)puisxzﬁln( tm

1
On a donc 2x:1n(1+m

).

1—m

1+m

1
Conclusion de l'analyse : si (E,,) admet une solution, alors elle est unique et vaut — In( 1
—-m

).

Synthése. Montrons que (F,,) admet une solution.

1
Oname]—1,1[,donc 0 <1+met 0<1—m, donc tm

est strictement positif comme quotient
de réels strictement positifs. Posons donc

1 1
x = fln(ﬂ)
2 1—-m
Alors,
et —e ®
th =
e %(e?* —1) _
(e 1 1) car e” ¥ #
eln(%) -1
N eln( it:) +1
1+m
_1-m 1
— 1+m
1i_m + 1
_1+m—(1-m)
T 14+m4+1-m
2m
= — =m.
2

14+m

1—-m

~—

1
Conclusion de la synthése: 3 In( est solution de (E,,).

14+m

1
Conclusion : |Si m €] — 1,1[, ’équation th(x) = m admet pour unique solution — In( T
—m

).

11. Soient x € R et n € N.

D’aprés la question 10b) utilisée & deux reprises :

(1—th(z)> = ()= 1 —th(nz)’

Dou: |Vx € R,Vn € N, (

1+ th(m))n _ 1+ th(na)
1 —th(z) 1 — th(nz)’




Exercice 4

1. (a)

On raisonne par chaine d’équivalence, a I’aide de la croissance stricte de la fonction t +— 2 sur Ry
(tous les réels apparaissant étant positifs) :

1 1
\/§<\/§—Z <~ \/§+1<\/§

= (V3+7) < (B

N
24 -4
+2+16<3

2 1
V2 _ 15
2 16

15
\/§<§
(10+5)2(*)
82
2%x64<100+2-5-10+25
128 < 225.

2<

rrr 111

(*) étape ajoutée pour le calcul mental de 152, vous pouvez aussi penser 152 = 15(10+5) = 150475 =
225 par ezemple. Ou 152 = (3 x 5)2 =32.52=9.25=10-25 — 25 = 225

1
Par chaine d’équivalence : V2 <3 - T

Variante pour la chaine d’équivalence, avec la quantité conjuguée:

\/§<\/§—i — oz_v2

(V3 —V2)(V/3+ V3)

V3 +v2
1

SvFeY,
>V34+V2

— <

1
1
1
1

1

<~ 4

(par décroissance de la fonction ¢ — 1/t sur R ).

La derniére inégalité est vraie car V2 <2et V3 < 2, car2<4et3<4.
1
D’apreés la propriété P : Vx e RVn e N, Ire Qe <r <z + —.
n

Or, V2 € R et 4 € N*, donc on dispose d’un rationnel r tel que :

1

1
D’aprés la question précédente, v/2 + 1 < /3.

Donc ’ Finalement, r € Q et, par transitivité, r vérifie : v2 < r < /3. ‘

Avec les mémes arguments que pour la premiére question , on a : Vn € N*,

1 41
2+ - <Vb = 4+ -+ <5
n n n

in+1

<1
n2

4 1 21 1
Posons n = 5. Alors, nt === < 1donc 2+ = < +/5.
n? 25 n




1
56N*et2+g<\/5.

1
b) O =24+ -=—.
(b) On pose r +5 F
r>2car 1/5 > 0.

On a donc r € Q et d’aprés la question précédente:

2 <r < V5.

‘ On a bien I'existence de r € Q tel que 2 < r < /5. ‘

3. Montrons que Q est dense dans R.

Soit (z,y) € RQ, supposons z < y et montrons : Ir € Q,z <1 < y.

x <y donc0<y—az Donc0< .
y—z

1
Aucun réel n’est plus grand que tous les entiers, donc on dispose de n € N* tel que n > —— (on peut
y—x

aussi poser n = [ 2| +1).

Par décroissance stricte de la fonction inverse sur Rj_ :

1

y—x

S|

1
Onadoncn e N* et z+ — <uy.
n

D’aprés la propriété P (puisque z € R), on dispose de r € Q tel que :

1
r<r<xz+ —.
n
Par transitivité : x <r < y.

Ceci monter Pexistence de r € Q tel que z < r < y.

Finalement, on a bien démontré que ‘ Q est dense dans R. ‘

4. L’'implication (Vx € R} ,a <x) = (Vr € QNRY,a < ) est évidente car Q NRY C RY.
Montrons 'implication réciproque.
Supposons : Vr € QNR% ,a < r.
Soit x € R}, montrons a < z.
On a 0 < x donc, d’apreés le résultat de la question 3, on dispose de r € Q tel que : 0 < r < z.
Alors, r € QN RY.
Donc par hypothése, a < r. Puisque r < x, on a bien : a < z.

Ceci étant vrai pour tout x € R, on a bien démontré :Vo € R} ,a < .

‘ D’ou la seconde implication, puis I’équivalence voulue.

5. (a) Supposons par absurde f(z) > .

Q étant dense dans R, on disposerait d’un rationnel r tel que :

x<r< f(z).

Mais r € Q, donc par hypothése sur f : f(r) =r.

r<r

On a donc : {f(r) < f@)

10



Cela contredit la croissance de f sur R.

Par l’absurde, | on a donc montré : f(x) < z. ‘

(b) Supposons par absurde f(z) < .

Par densité de Q dans R, on disposerait d’un rationnel r tel que :

fla)y<r<ux

r = f(r), donc on aurait f(z) < f(r) et r < z, ce qui contredit & nouveau la croissance de f.
Par conséquent, f(x) > z.

Finalement, f(x) < z (par la question précédente) et f(z) > x donc f(z) = x.

Ou a bien montré : Vo € R, f(x) = «. ‘

6. Montrons Q — P.

Supposons @, montrons P.

. 1
Fixons pour cela € R et n € N*, montrons : Ir € Quz <r <z + —.
n

D’aprés O, on dispose de r € Q tel que :

Alors :

1 1
r<r+—-—<uz+—.
n n

1 . . . .
Enfin, r + — est rationnel comme somme de deux rationnels (affirmation en exercice pour vous).
n

1
On a donc bien trouvé un rationnel ' = r + — tel que :
n

1
r<r <z4 -—.
n

Ceci démontre la propriété P, d’ou 'implication voulue.

7. Soit x € R, et soit n € N*.

Posons r = Lnz] (n # 0 par hypothése). r est rationnel comme quotient d’entiers .
n

On a |nz| < nz < |nx] + 1 donc :

nr —1 < |nz] < nx.

n > 0 donc :

nr—1 1 |nz]
=r— =<
n n n

<zx.

1
On a donc bien montré Pexistence de r € Q tel que x — — < r < z, et ce pour tout (z,n) € R x N*.
n

Cela démontre (), donc P par la question précédente.
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Exercice 5
1. Soit z € R%.

In(z) est bien défini car ¢ — In(¢) a pour domaine de définition R . Les réels 1 et x étant bien définis,
par somme et produit : h(x) =1+ 2 + In(x) + xIn(x) est bien défini, et ce pour tout x € R.

Donc \ h est bien définie. \

2. Les fonctions ¢ — 1, z — = et  — In(z) sont des fonctions usuelles dérivables sur leur domaine de
définition.

Par somme et produit, ‘ h est dérivable sur son domaine de définition R . ‘

Vo e RY :

1 1 1
h'(x)zO—&—l—i—E—&—ln(x)—i—xxE:E—Hn(m)—i—z

1
Donc |Vz € R, 1/ (z) = — + In(z) + 2.
T

1
3. z— — et x — In(x) sont dérivable sur leur domaine de définition, donc k' est dérivable sur son domaine

z
de définition R* en tant que somme de telles fonctions.

On calcule alors :

-1 1 r—1
Ve e R, W' (2) = — + = = :
v () a:2+x x2

4. Soit x € R,

r—
22 > 0 donc h''(z) = e

est du signe strict de 'expression affine = — 1.

On obtient donc le tableau de variations suivant :

T 0 1 +00
h//(a?) _ 0 +
h/ \ 3 /

5. D’apres la question précédente, h' est (strictement) décroissante sur |0, 1].
Donc : Vz €]0,1],h/(z) > h'(1).
Par croissance de A’ sur [1,+o0o[ : Vz € [1,4o00[, A/ (1) < I/ (z).

R =]0,1] U [1, 400 donc :
Vo e RY, B/ (x) > B/(1).

Par définition, ‘ b’ admet un minimum en 1, valant h'(1) = 3. ‘

6. D’aprés la question précédente : Vo € RY,h/(z) > 3.

h' est donc strictement positive sur I'intervalle R* (donc elle y est positive et ne s’annule pas) par théoréme

h est strictement croissante sur R%. ‘

x 0 “+00

h ——

7. On a vu que h est dérivable sur R% , donc h est continue. De plus, d’apres la question précédente, h est
strictement croissante sur R? .

Par théoréme, h est injective sur R% , et h(R%) =]lim, o h(x), limy 4 o0 h(z)[= R.

12



10.

11.

12.

0 € R donc 0 admet un antécédent par h, et celui-ci est unique par injectivité de h.

Ainsi : ‘il existe un unique a € R tel que h(a) = 0. ‘

h(1)=1+1+1In(1)+1 xIn(1) = 3.
Donc h(a) =0 < h(1), et (o, 1) € (R%)?.

Par croissance stricte de h sur RY : V(z,y) € (R%)%,z <y <= h(z) < h(y).

Donc a < 1. De plus, a > 0 par définition de . On a donc bien |« €]0,1[|.

x — In(x) a pour domaine de définition R et z +— x a pour domaine de définition R.
Par produit, = — xIn(z) a pour domaine de définition R N R* = R*.

Par somme et produit, les fonctions x — e* et x — 1 ayant pour domaine de définition R,

‘g a pour domaine de définition R . ‘

Les fonctions z — z, x — 1, z — In(x) et x — e” sont dérivables sur leur domaine de définition. Ainsi,

‘ g est dérivable sur son domaine de définition R’ | comme somme et produit de fonctions dérivables sur

leur domaine de définition.

Soit u:x—1—x—zxln(z). g: 2+ u(z)e® —1 donc :

Vr € R, ¢ (z) = v (x)e” +u(z)e” — 0
=(-1-In(z) - 1)+ (1 — oz — zln(z))e”
=(-1—-In(z) —z — zln(x))e”
= —h(x)e”

On a bien : ‘Vx > 0,¢'(z) = —h(x)e”. ‘

h est strictement croissante sur R* et s’annule en . Donc h est strictement négative sur |0, [ et
strictement positive sur o, +00l.

Vo € RY, ¢'(x) = —h(z)e” et Pexponentielle est & valeurs strictement positives, donc ¢ est du signe strict
de —h.

‘ On a donc le tableau suivant : ‘

x 0 o —+00
g'(x) + 0 -

Vous pouwviez admettre que g(a > 0) pour cette question, en expliquant brievement que g est strictement
croissante sur |0, af et de limite nulle en 0.

g est continue, car dérivable, sur R . De plus, g est strictement croissante sur I'intervalle |0, a] et stricte-
ment décroissante sur l'intervalle [ar, +00[.

Par théoréme :
¢ 9(]0,0]) =] lim g(x), 9(e)] =]0, g()], et

e g est injective sur [a, +oo[ et g([a, +o0[) =] lim g(z), g(a)] =] — o0, g(a].

T—-+00
En particulier, 0 ¢ g(]0,a]) : 0 n’a pas d’antécédent par g sur |0, «].
De plus, g(@) € g(]0,a]) =]0, g(a)] donc 0 < g(a) < g(ev), donc 0 < g(e).

Donc 0 € g([a, +00[)] =] — 00, ()] : 0 admet un antécédent par g sur [, +00[ et celui-ci est unique, par
injectivité de g sur cet intervalle. Notons § cet antécédent, on a donc 8 > a.

13



gla) >0

On a aussi § # « car {g(ﬁ) _

Donc 8 > a.

Finalement, ‘ [ est 'unique antécédent de 0 par g, et a < . ‘

13. On a g(B) =0, et g(1) = —1.
Done g(1) < g(5).

De plus, @ < 1 par la question 8, donc avec la question précédente, S et 1 sont éléments de [a, +00],
intervalle sur lequel g est strictement décroissante.

Donc 8 <1 < g(B8) > g(1).

14. Par chaine d’équivalence (8 # 0 donc les dénominateurs sont non nuls):

= 0=¢’—1-(8+5(B)e"

< (1-8-BIn(B)e’ —1=0

1+1 1
La derniére égalité est vraie car g(8) = 0, donc : %(1@ = BeR’

Exercice 6

1. Voir cours.
R+ — R
2. Notons, pour tout n € N*, g,, la fonction x? " .

T — ef-l-z— = —...— —
2! n!

Pour tout n € N*| g, est bien définie comme somme de x +— e*, définie sur Ry, et d’une fonction
polynomiale donc définie sur R, .

Notons, pour tout n € N*, P(n) la proposition : Vz € Ry, g,(x) > 0.
Montrons par récurrence : Vn € N*, P(n).

Initialisation : P(1) a été démontrée dans la question précédente :

VreR,e* > 142 < e*—1—2>0.

d’ou I'initialisation.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n) et montrons P(n + 1).
gna1 est dérivable sur son R, en tant que somme, car x — e* est dérivable (fonction usuelle) ainsi que
1 v L (fonction polynomiale)
r+——1—2— — —..— ——— (fonction polynomiale).
21 (n+1)! POLY

VJ:E]R_,_:

2z 3a? (n+ 1)z
/
2 n
S R
2! n!
= gn(z)
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.k
car.VkEN,H_1><2><...><(k_1)><k_

k

1

Donc g;,,1 = gn-

k-

Par hypotheése de récurrence, g, est positive sur 'intervalle R,. Donc g, 41 est croissante sur R :

Ceci montre P(n + 1), d’ou ’héréditeé.

On a montré par récurrence que g, : ¢ +—e* — 1 —x —

Donc :

X

2

X
VneN“Vr e Ry e > 14 o+ 5r 4.+

xn

nl’

— Fin du corrigé —
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n

n'

est positive sur Ry pour tout n € N*.



