Chapitre 6 : Systémes linéaires
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I. Généralités sur les systémes linéaires

Remarque. Soit n € N*. On appelle n-uplet de réels la donnée ordonnée de n réels xy,...,2,. Un
tel n-uplet sera noté (z1,...,x,). Autrement dit, si yi,...,y, sont d’autres réels :

(@1, s n) = (Y1, yn) <= Vi€ [1,n],x; =y

L’ensemble des n-uplets de réels est noté R™.

On dit que les réels x1, ..., x, sont les coordonnées du n-uplet (x1,...,2,), et z; est appelé la i-éme
coordonnée de ce n-uplet (pour tout entier i tel que 1 <i < n).

Le n-uplet (0,0, ...,0) est appelé le n-uplet nul.

Par exemple, R! s’assimile naturellement & R, tandis qu’en géométrie, la notion de coordonnée cartési-
enne permet d’assimiler le plan et espace 4, respectivement, R? et R3. Les éléments de R? sont appelés
les couples de réels, et les éléments de R? sont les triplets de réels.

Bien que nous n’insisterons pas sur ce point, tout ce que nous verrons dans ce chapitre peut étre pensé
en terme de géométrie, et R™ représente alors un espace & n dimensions. Ces espaces & n dimensions
ne sont pas des curiosités de mathématiciens ou de physiciens, ils sont indispensables & la modélisation
mathématiques de nombreux problémes des sciences de la nature.

P L L L L L T

1. Equations linéaires

Définition 1. Soit n € N*. On appelle équation linéaire & n inconnues z1,...,x, toute équation
de la forme
a1r1 +asxs + ... +apr, =b

ol ai, as, ...,a, et b sont des réels donnés.

Par exemple, 2z + 3 — 3z = 4 est une équation linéaire & 3 inconnues : x, y et z. Par contre, 22 +y2 =1
oue®” +y =0, ou 2z + 3y + zy = 4 ne sont pas des équation linéaire.

Définition 2. Soient ay,...,a, et b des réels. Considérons I’équation linéaire (L) :
a1r1 + asxo + ...+ apr, = b.

(¢) On dit que a; est le coefficient de I'inconnue x; (pour tout ¢ € [1,n]) et que b est le second
membre de (L).
(#) Si le second membre b de (L) est nul, on dit que ’équation linéaire (L) est homogéne.
(797) On dit qu’un n-uplet de réels (x1,...,z,) est solution de (L) si I’égalité

a1r1 + asxo + ... +apr, =b

est vraie.
(iv) Résoudre une équation linéaire, c’est déterminer I’ensemble de ses solutions.
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Remarque. Soient aq, ..., a, des réels. Considérons I’équation linéaire homogéne
(L): a1+ ...+ apz, = 0.

Alors, le n-uplet nul (0,0,...,0) € R™ est solution de (L), car ay x0+...+a, x0=0+...+0=0.
Ainsi, toute équation linéaire homogéne admet au moins une solution : le n-uplet nul, ou n est le
nombre de ses inconnues.

Exemple 3. L’équation linéaire & une inconnue 2z = 3 admet z = 2 comme unique solution. Son

2
ensemble de solutions est {3}.

Exemple 4. Considérons ’équation linéaire x1 + 25 + 3x3 = 4. Alors, un triplet (z, 22, 23) € R?
est solution de cette équation si et seulement si 1 = 4 — 2x5 — 3z, sans contrainte supplémentaire
sur xs et rs.

Donc on peut décrire I’ensemble de ses solutions comme 1’ensemble :

{(4 — 2z9 — 33, T2, w3)|T2 € R, 23 € R}.

Autrement dit, on dit que ses solutions sont tous les triplets de la forme (4 — 2z — 33, 22, x3), OU 2
et x3 sont des parameétres réels. Cette équation admet une infinité de solutions.

Exercice 5. On considére I’équation linéaire (L) : 2z + y — 3z = 2, d’inconnue réelles z, y, z.
(¢) (1,2,3) est-il solution de (L) ?
(73) Déterminer une solution de (L).

(#it) Déterminer ’ensemble des solutions de (L).

Remarque. 1l revient au méme de dire qu’une équation linéaire (L) a pour inconnue le n-uplet de
réels (z1,...,25), ou que (L) est une équation a n inconnues réelles x1, ..., T,,.

2. Systémes linéaires

Définition 6. Soient n € N* p € N*. On appelle systéme d’équations linéaires & p équations et n
inconnues la donnée de p équations linéaires & n inconnues x1, ..., T, :

a1,1%1 + a1,2%2 + ...+ a1,nTn = bl (Ll)
A21T1 + G22%2 + ...+ A2 nTyp = b (Lg)
ap1Z1 + apota+ ...+ apntn =b, (Lp)

Ainsi, les réels a; ; et b; sont donnés (pour tous i € [1,p] et j € [1,n]).

Les équations linéaires (L1), ..., (L,) sont appelés les lignes de ce systéme linéaire.

Les réels by, ..., b, sont appelés les seconds membres de ce systéme linéaire, et on dit que a; ; est le
coeflicient en ligne ¢ de I'inconnue z;.

Remarque. Attention : Il faut s’habituer & la convention suivante, que vous retrouverez.
Lorsqu’on considére un systéme général comme ci-dessus, les coefficients portent un double indice.
Retenez I'ordre ligne puis colonne : q; ; est le coefficient en ¢-iéme ligne, et de la j-iéme inconnue.
Comme on écrira toujours les inconnues dans un ordre fixe, on peut penser & j comme & un numéro
de colonne.

Remarque. Pour un systéme linéaire comme ci-dessus, on dit aussi que le p-uplet (b1,...,b,) est le
second membre du systéme.
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Remarque. En général, le contexte est clair, et on ne précise pas les inconnues du systéme. De
méme, on se contente simplement de parler de systémes linéaires.

memmmm--

20 +y=1 o, . .
Exemple 7. { 2y est un systéme linéaire & 2 équations et 2 inconnues : x et y.

y::
Définition 8. Soit (S) un systéme linéaire de p équations & n inconnues. Notons (L1),..., (L)
ses lignes. On dit qu’un n-uplet (x1,...,2,) € R™ est solution de (5) §'il est solution de chaque

équation (L1),...,(Ly).
Résoudre un systéme linéaire, c’est déterminer ’ensemble de ses solutions.

1
20 +y=1 car 2x(—§)+2:1

y=2 2=2
C’est méme la seule solution de ce systéme. En effet, si (x,y) est solution, alors y = 2 d’aprés la

1
Exemple 9. Le couple (—5,2) est solution du systéme {

seconde équation, et la premiére équation donne alors 2z + 2 = 1, donc =z = —5
T+y+z =2
Exemple 10. < x + vy = —2 n’a pas de solutions. En effet, par I’absurde, s’il admettait une telle
T+y =2
solution (z,y, z), alors on aurait © +y =2 et  + y = —2, donc 2 = —2, ce qui est une contradiction.
THy+z=2
Exemple 11. Le systéme linéaire ¢ x +y = —2 , d’inconnues réelles z, y et z, n’admet pas de
0=2

solutions, car la derniére ligne n’a aucune solution.

2r+y=1 . 1-
5 si et seulement si x =
Z =

Donc I’ensemble des solutions de ce systéme linéaire est

yetz:Z.

Exemple 12. Le triplet (z,y, 2) est solution de

(5 2 er).

Remarque. Dans la suite, il arrive d’employer simplement le mot «systémey» pour désigner un systéme
linéaire (mais on ne parle que de systémes linéaires dans ce cours).

3. Vocabulaire

Remarque. A partir de maintenant et pour toute la suite du chapitre, n et p sont des entiers naturels
non nuls.

Frmmm—-

a) Autour de solutions d’un systéme linéaire

Définition 13. Un systéme linéaire est dit incompatible s’il n’admet pas de solutions. Il est dit
compatible sinon.
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r+y=2

Exemple 14. Les systémes comme < x +y = —2  ayant une équation «sans inconnues» et un second
0=2

membre correspondant non nul sont incompatibles (car I’égalité 0 = 2 n’est vraie "pour aucuns réels

x et y").
En fait, le pivot de Gauss nous meénera toujours & un systéme de ce type dans le cas ot notre systéme
est incompatible.

Définition 15. Deux systémes linéaires (S) et (S’) sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble
de solutions. Dans ce cas, on note (S) < (5').

sont équivalents, car un couple (z,%) € R? est solution

T+y=2 =2
Exemple 16. { y = —2 et {x y2—
y=-

0=0

du premier systéme si et seulement si il est solution de ses deux premiéres lignes.

Voici un théoréme majeur dont nous ne verrons pas la démonstration pour linstant (voir en fin de
chapitre).

‘ Théoréme 17. Tout systéme linéaire admet 0, 1 ou une infinité de solutions.

b) Systémes homogénes

Définition 18. Un systéme linéaire & p équations, de second membre (by, bo, . .. b,) est dit homogéne
siby=by=..=b,=0.

r+2y+32=0
Exemple 19. (22 +3y+2=0 est un systéme linéaire homogéne, d’inconnues z, y, z.
3z+y+22=0

Remarque. Les systémes linéaires homogénes auront un role particulier dans la théorie (voir derniére
partie). Une premiére chose importante :

Proposition 20. Soit (S) un systéme linéaire homogéne & n inconnues. Alors, le n-uplet nul
(0,0,...,0) € R™ est solution de (5).

Démonstration. En effet, si on note (L;) la i-éme ligne de (S) (pour i € [1,n]), alors (L;) étant
homogene, le n-uplet nul est solution de (L;). Ceci étant vrai pour tout 4, le n-uplet nul est bien solution
de (5). O

Remarque. Le n-uplet nul (0,0,...,0) € R™ est noté Ogn.

c¢) Systémes carrés, systémes de Cramer

Définition 21. On dit qu’un systéme linéaire & p équations et n inconnues est :
(i) carré sin =p,

(#4) surdéterminé si p > n,

(#i7) sous-déterminé si p < n.
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r+y+z =2 r+y+z =2 z+y=2
Exemple 22. ¢z +y =—-2etly+z =1 sont des systémes carrés, { z +y = —2 est
T+y =2 T+ z =0 0=2

2r+y=1
z=2

surdéterminé et { est sous-déterminé.

Remarque. Sur-déterminé car il y a strictement plus d’équations que d’inconnues. Sous-déterminé,
car il y a strictement moins d’équations que d’inconnues.

La raison & cela est une morale simple, qu’on peut rendre précise avec plus d’algébre linéaire : les
systémes avec une unique solution devraient avoir autant d’équations que d’inconnues. Ce n’est pas
aussi simple, et les énoncés rendant cela précis seront vus dans le chapitre sur les matrices.

Freemessssem———.

Les systémes carrés ayant une unique solution sont particuliérement importants, et se voient donc at-
tribuer un nom. Vous les verrez apparaitre dans des chapitres ultérieurs, aussi bien en premiére année
qu’en deuxiéme année.

Définition 23. On dit qu’un systéme carré est de Cramer s’il admet une unique solution.

r+y+z=2

Exemple 24. (S): (y+2z= -2 est un systéme de Cramer. En effet, si (z,y, 2) est solution de
z =2

(S), alors d’aprés la derniére ligne, z = 2, puis la 2e ligne donne y = —2 — z = —4, et enfin la premiére

lignedonme x =2—z—-—y=2—-2+4+4=4.
Ceci montre que (4, —4,2) est la seule solution possible de (5). En remontant ce calcul, on voit que
(4, —4,2) est 'unique solution de (S).

TH+y+z =2
Exemple 25. On a déja vu que ¢ z +y = —2 n’a pas de solutions, il n’est donc pas de Cramer.
z+y =2

Exemple 26. Le systéme & une équation et deux inconnues donné par = +y = 0 n’est pas carré, donc
n’est pas de Cramer.
On voit d’ailleurs qu’il admet une infinité de solutions. Son ensemble de solutions est

{(=y,9)ly € R}.

II. Systémes triangulaires, systémes de Cramer

Pour commencer, apprenons & résoudre les systémes triangulaires de Cramer.

1. Systémes triangulaires

Définition 27. Un systéme linéaire carré a n équations est dit triangulaire s’il est de la forme :

a11T1+  a12T2+ ... et a1 aT, = by
a22T2+ ... et G2 pT, = b

a3 3r3+ ...+ azaTp = b3

Apndn = bn

Autrement dit, un systéme carré de coefficients (a; ;) j)e[1,n2 est dit triangulaire si a; ; = 0 pour
tout (i,5) € [1,n]? tel que i > j.
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Définition 28. Considérons un systéme linéaire carré a n équations, de coefficients (a; ;) j)ei,n]2-
Alors, les coefficients a1,1,a2.2,. .., an,n sont appelés les coefficients diagonaux de ce systéme.

Remarque. Les coefficients diagonaux peuvent étre nuls.

e

2z+ y =2
Exemple 29. z =1 est un systéme triangulaire. Ses coefficients diagonaux sont 2,
4z =0
0 et 4.
20+ y+ t =2
Exemple 30. z+ t =1 n’est pas un systéme carré (3 équations, 4 inconnues),
t =2

donc n’est pas triangulaire.

20+ gy =2
Exemple 31. 3y+ z =1 estun systéme triangulaire de coefficients diagonaux 2, 3 et
4z =0
4.
22+ y

Exemple 32. { est un systéme linéaire carré, de coefficients diagonaux 2 et 3.

dz+ 3y =1

2. Systémes triangulaires de Cramer : résolution

Voici pourquoi la notion de systéme carré triangulaire est trés importante :

Théoréme 33. Un systéme linéaire triangulaire est de Cramer si, et seulement si, ses coefficients
diagonaux sont tous non nuls.

Démonstration. Admise, découle de la technique expliquée ci-dessous. [

Remarque. Nous n’allons pas écrire de démonstration formelle, mais plutot voir la technique «de la
remontée» qui nous permet d’obtenir cette unique solution.

memmmm--

Meéthode de résolution des systémes triangulaires de Cramer.

Considérons un systéme linéaire triangulaire (donc carré) a coefficients diagonaux tous non nuls. II s’écrit
sous la forme :

a1,1T1+  Q22T2+ ... et a1 T, = b1
a22T2+ ... et a2pT, = bo
a373:r3+ R aznTn = b3
Qnpnln = by,
ot les coefficients triangulaires a; 1,a2.2,. .., Gy, sont tous non nuls. Pour déterminer 'unique solution

(conformément au théoréme précédent) de ce systéme :

(¢7) On commence par utiliser la derniére ligne : a, ,, # 0 permet d’écrire x,, = ab"

ce qui détermine

Y
n,n

de maniére unique la derniére coordonnée d’une solution (z1,...,z,).

(#4) On injecte cette valeur de x,, dans I'égalité a,_1,n—12n—1 = bp—1 — Gn—1,nTn, Obtenue & partir de
la ligne (L,—_1). En divisant par a,—_1,—1, qui est non nul, on obtient 'unique valeur possible de
Zn—1 pour une solution (x1,...,x,).

(#i7) On réitére le processus, ce qui donne, de proche en proche, toutes les coordonnées de la solution.
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(iv) Cet algorithme donne lieu & une équivalence, il est donc inutile de vérifier que la solution trouvée

marche.

A la fin, on a trouvé notre unique solution. Chaque étape a été permise par le fait que le coefficient
diagonal correspondant était non nul.

Remarque. Cette méthode est assez simple, mais doit étre bien comprise, car elle apparait systéma-
tiquement quand on cherche & résoudre un systéme qui n’est pas incompatible.

memmmm--

2z+ y =2
Exemple 34. (S): 3y+ 2z =1 est triangulaire & coefficients diagonaux non nul, donc
4z =0

est de Cramer. Pour trouver ses solutions, on écrit :

5
A s O
(8) <= { 3y =1-2z < [
z =9Y=0 4T T
4 z =0

Donc I'unique solution de ce systéme est (3, 1,0).

Exemple 35. Résolvons un systéme linéaire triangulaire.

Cette méthode permet de résoudre une classe plus grande de systémes linéaires : les systémes dits
échelonnés.

ITI. Systémes linéaires échelonnés

Attention
A partir de maintenant, on prendra soin d’écrire les systémes linéaires en mettant les inconnues
systématiquement dans le méme ordre car ’ordre des inconnues est important pour décrire la dé-
marche. Ainsi, x; sera, ci-dessous, la premiére inconnue, x5 la 2e, etc. On parlera de I'indice d’une
inconnue : l'indice de x; est ’entier ¢. De plus, on écrira les systémes "bien en colonnes", c’est-
a-dire qu’on respectera un alignement verticale pour une méme inconnue présente dans plusieurs
lignes. De méme, attention & bien mettre le second membre & droite du signe =. Par exemple, le
systéme linéaire donné par

2(E3+(E1+3:1
1 +ax3+290—1=0

devra étre immédiatement réécrit sous la forme

T + 2x3 = —2
T1+x9+23=1

1. Définition

Définition 36. Un systéme linéaire est dit échelonné si I'indice de la premiére des inconnues ayant
un coefficient non nul est strictement croissant d’une ligne a 'autre.

Autrement dit, un systéme est échelonné quand la premiére inconnue ayant un coefficient non-nul
dans une ligne a un coefficient nul dans la suivante.
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224+ y =2
Exemple 37. 3y+ =z =1 est échelonné : en premiére ligne, la premiére des inconnues
4z =0

ayant un coefficient non nul est d’indice 1 (c’est x), en 2e ligne, l'indice est 2 (c’est y), et en derniére
ligne, l'indice est 3.

20+ vy =2
Exemple 38. z =1 n’est pas échelonné, car en 2e ligne et en 3e ligne, la premiére
4z =0

inconnue avec un coefficient non nul est la méme, c’est z d’indice 3.

20+ gy =2
=1 e , . . .
Exemple 39. g _9 est considéré échelonné. Les derniéres lignes, sans inconnues,
0 =0

sont appelées lignes de compatibilité.

20+ y =2
Exemple 40. z 0 i ; n’est pas échelonné : quand on a une ligne de compatibilité,
t =0

les lignes suivantes doivent rester des lignes de compatibilité dans un systéme échelonné.
Par contre, le systéme équivalent suivant est échelonné :

20+ vy =2
A =
t =0
0 =2
20+ y+ t =2
Exemple 41. z4+ t =1 est un systéme échelonné.
t =2

2. Résolution d’un systéme échelonné

On va distinguer deux types d’inconnues dans les systémes échelonnés.

Définition 42. Dans un systéme linéaire échelonné, les premiéres inconnues de chaque lignes sont
appelées les inconnues principales. Les autres inconnues sont appelées inconnues paramétriques.

20+ y =2
Exemple 43. Le systéme échelonné 3y+ 2z =1 admet z, y et z pour inconnues prin-
4z =0

cipales et n’a pas d’inconnues paramétriques.

22+ y+ t =2
Exemple 44. Le systéme échelonné z+ t =1 admet z, z et { comme inconnues
t =2

principales, et y comme inconnue paramétrique.

= 0 .
admet x et 2z comme inconnues
—z+ t =2

principales, et y et ¢t comme inconnues paramétriques.

Exemple 45. Le systéme échelonné { Tyt
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Définition 46. Dans un systéme linéaire, on appelle ligne de compatibilité toute ligne de la forme
0 = b, ot b est le second membre de la ligne correspondante.

La méthode ci-dessous permet de montrer la proposition suivante ("admise").

Proposition 47. Un systéme linéaire échelonné est incompatible si et seulement s’il admet une
ligne de compatibilité de la forme 0 = b, avec b € R*.

Méthode de résolution des systémes échelonnés.

Pour résoudre un systéme linéaire échelonné (5):
(7) Sile systéme admet des lignes de compatibilité, c’est-a-dire des lignes de la forme 0 = b, b € R:
(a) Sil'un des seconds membres de ces ligne est non-nul, alors le systéme est incompatible.

(b) Sinon, tous les second membres de ces lignes de compatibilité sont nuls, et le systéme est
équivalent au systéme obtenu en enlevant ces lignes, ce qui nous méne au cas suivant.

(4¢) Sinon, le systéme est compatible. Alors, on modifie le systéme (S) ainsi :
(a) On fait passer, dans chaque ligne, toutes les inconnues paramétriques a droite du signe égal,

(b) On résout le systéme obtenu en ne gardant, en inconnues, que les inconnues principales, et en
manipulant les inconnues paramétriques comme des seconds membres. Ce nouveau systéme
est un systéme triangulaire de Cramer, et on peut utiliser la méthode « de la remontée ».

(7i7) A la fin de cette résolution, les inconnues principales sont exprimées en fonction des inconnues
paramétriques. Cela permet de décrire, en extension, l’ensemble des solutions du systéme (S), en
faisant varier les inconnues paramétriques dans R.

2z+ y =2
z =1

0 =2
0 =0

membre non nul : il est incompatible, son ensemble de solutions est vide.

Exemple 48. Le systéme échelonné a une ligne de compatibilité avec un second

20+ gy =2
Exemple 49. Le systéme linéaire (5) : z =1 admet comme unique ligne de com-
0 =0
patibilité, la ligne 0 = 0. Ce systéme linéaire étant échelonné, il n’est donc pas incompatible. Il est
équivalent au systéme:
20+ y =2
.
(57 - { z =1
Pour résoudre (S”), d’inconnues principales z et z, on applique la méthode de la remontée & (S’) sous
la forme
2x =2—y
z =1
T — Q;y —1_Y
11 vient . 2 2 et I'ensemble des solutions de () est alors {(1 — §,y,1)[y € R}.
z =
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x+ y+ 2+ t =0

—z+ t =2
et n’est donc pas incompatible. Ses inconnues principales sont x et z, donc on va appliquer la méthode
de la remontée au systéme

Exemple 50. Le systéme échelonné n’a pas de lignes de compatibilité,

T+ oz =—t—y
—z =2-1

=—t—y—=z . x =—-t—y—(t—-2)=2-2t—y
—t_9 qui donne —y_9 .

Donc I’ensemble de ses solutions est {(2 — 2t —y,y,t — 2,t)|y € R, t € R}.

Il vient

IV. L’algorithme du Pivot de Gauss

L’algorithme du pivot de Gauss permet de donner un systéme échelonné équivalent & un systéme donné.
Il repose sur 3 opérations élémentaires bien utilisées, qui donnent toujours un systéme équivalent.

1. Le théoréme des opérations élémentaires

Théoréme 51. Soit (S) un systéme linéaire & p équations (ow p € N*). Soient (L1),...,(Lp) les
lignes de (S). Alors, chacune des opérations ci-dessous, appelées opérations élémentaires, donnent
un systéme équivalent a (S).
(i) Echanger deuz lignes (L;) et (L;) (pouri et j éléments de [1,p]). Cette opération élémentaire
est notée L; <+ L.
(ii) Multiplier une ligne (L;) par un réel A non nul. Cette opération est notée L; <— A\L;.
(iti) Ajouter & une ligne (L;) un multiple quelconque p x (L;) d’une autre ligne (L;), pour p € R.
Pour cette opération, il faut avoir ¢ # j. Elle est notée L; <— L; + L.
En combinant les opérations (ii) et (iii), on obtient, pour tout (A, u) € R? tel que X # 0 et pour tout
(i,5) € [1,p]? tel que i # j, l'opération:
(iv) Multiplier une ligne (L;) par un réel A non nul, et lui ajouter un multiple 11 x (L;) d’une
autre ligne, notée L; < AL; + L.

Démonstration. Nous n’écrirons pas la démonstration formelle. Explications & noter. [J

Exemple 52. On peut écrire, & ’aide de ce théoréme :
3y+ 2z =1 Lol r+ oyt =2
z+  y+ = : y+ =z =1
22+ y+ 2z =3 22+ y+ 2z =3
Lg+L3—2L Tyt =2
HP="St 3y+ 2z =1
—y+ 2z =-1
T+ y+ =2
TS S MU
Tz = -2

Le systéme obtenu est équivalent : il a le méme ensemble de solutions. Il est échelonné, donc on sait le
résoudre en utilisant la partie précédente.

: Remarque. On notera, & chaque étape, les opérations élémentaires employées. On peut le faire au

i bout des lignes concernées, ou au dessus du symbole équivalent.
L.

Remarque. Attention & bien respecter les contraintes du théoréme : on ne multiplie pas une
ligne par 0, et on n’ajoute pas & une ligne un multiple d’elle-méme.
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Remarque. Quand vous faites une opération du type (iii) ou (iv), factorisez directement vos calculs
par rapport & chaque inconnue. Par exemple, dans la 2e étape du calcul ci-dessus, j'aurais pu rajouter
I’étape détaillée :

T+  y+ =2 T+ y+ =2
3y+ 2 =1 Metdssh 3y-+ z =1
20+ y+ 2z =3 2-2xDa+ (1-2x1y+ (2—-2x0)z =3-2x2
T+ y+ =2
. <~ 3y+ z =1
: —y+ 2 =-—1

mais hors de question de présenter le calcul autrement.

Remarque. Attention aussi & ne pas oublier de faire les opérations sur les seconds membres!

Ce théoréme permet d’utiliser successivement toutes ces opérations pour transformer tout systéme linéaire
en un systéme échelonné grace a :

2. L’algorithme du pivot de Gauss.
Méthode : I’algorithme du pivot de Gauss

La méthode est expliquée sur un exemple. Considérons le systéme linéaire (S) suivant :

2z+ 3y z+ 4t =0

2y— 22+ t =1
z—  3y+ 2t =3
+ y+ 2= t =2

Pour trouver un systéme linéaire échelonné équivalent & (.S), on suit les étapes suivantes :

(i) On cherche une ligne dans laquelle le coefficient en la premiére inconnue z est non nul. Sila premiére
inconnue ne figure pas, on procéde de méme avec 'inconnue suivante. Ici, on décide de prendre la
3e ligne, car les étapes d’aprés sont plus simples si le coefficient en x est simple.

On utilise alors 'opération de permutation des lignes pour mettre la ligne choisie en premiére ligne.

z—  3y+ 2t =3

20— 22+ t =1
2z+ 3y+ z+ 4t =0
r+ y+ = t =2

(S) Li<>Ls

(7¢) On utilise la ligne 1 et les autres opérations élémentaires pour éliminer la premiére inconnue de
toutes les autres lignes. On dira qu’on « pivotey sur ce coefficient 1 de x en premiére ligne.

DO = W

r—  3y+ 2t =3 L3« L3—2L T+ (—=3)y + 2t =
Qy— 22+ t = Ly %(L:zx; Ly 2y— 24+ t =
224+ 3y+ 2+ 4 =0 (2—-2)z+ B+6)y+ 2+ (A—-4t =
x>+ y+ = t =2 (1-1Da+ (1+3)y+ 2+ (-1-2)t =
z— 3y+ 2t =3
20— 22+ 1 =1
— Iy+ =z -6
dy+ 2+ (-3)t =-1

(7i7) Maintenant que tous les coefficients en la premiére inconnue considérée sont nuls sauf en premiére
ligne, on recommence le processus, avec 'inconnue suivante, en ne considérant que les lignes suiv-
antes. La premiére ligne ne sera plus modifiée.
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Ici, on va donc pivoter sur le coefficient 2 de y en ligne 2 (c’est la premiére ligne qui n’est pas encore
fixée, elle a un coeflicient non nul en y : on peut s’en servir pour pivoter).

On a ici un peu de liberté. Par exemple, préférant travailler avec des coefficients entiers, on effectue
L3 + 2L3 — 9L5, mais on aurait aussi pu effectuer Lz < L3 — %LQ.

r— 3Jy+ 2t =3
Qy— 2+ ¢ =1
9y+ =z =—6
y+ 2+ (-3t =-1

L3 <+ 2L3—9L5

Ly Ly—21o
—

xTr—

3y+ 2t =3

2y— 22+ ¢ 1
2024+ (=9t =-21
52+ (=5t =-3

(iv) Et on réitére, tant qu’on n’a pas fini. On a fini d’annuler les coefficients en y des lignes 3 et 4. On va
maintenant pivoter pour ne garder du z que dans une ligne. Je choisis de pivoter sur le coefficient

5 en z de la derniére ligne.

r— 3Jy+ 2t
29— 224+ ¢t
20z+  (—9)t
524+  (=5)t

=5 ]. L <—>L4

=-21

=-3
L4(7L474L3

3y+
2y—

3y+
29—

2t =
224+ 1 =1
524 (-5t =-3
20z+ (=9t =-21
2t =
22+ ¢ =1
524+ (-5t =-3
11¢ =-9

(v) Et voila! On a obtenu un systéme échelonné. On peut le résoudre a ’aide de la partie précédente.
Ici, on reconnait un systéme carré triangulaire & coefficients diagonaux non nuls, il est donc de

Cramer et a une unique solution.

LExemple 53. Résolvons quelques systémes linéaires.

Page 13



Cours de mathématiques, ECG1A, Lycée Hoche. 2025-2026

V. Un exemple de systéme linéaire & paramétre

Un systéme linéaire & paramétre est un systéme linéaire dont certains coefficients ou seconds membres
comportent une variable. Dans ce cas, I’ensemble des solutions dépend de la variable, et il se peut que le
systéme ait une résolution différente pour certaines valeurs de la variable, forcant alors une disjonction
des cas.

Exemple : Soit A € R. Résolvons le systéme linéaire suivant, en fonction de A :

X+ y+ z =0
(S):¢ a2+ Ay+ z =0
r+ y+ Az =0
On utilise le pivot de Gauss, et si besoin, on procéde par disjonction des cas. Il faut faire attention lors
des opérations élémentaires et du pivot : on ne peut pivoter sur A sans supposer A # 0, par exemple.
Donc pour repousser la disjonction des cas, on évite.

z+ y+ Az =0

(S) fls ) oy Ay+ z =0
X+ y+ z =0
z+  y+ Az =0
<~ ()\—l)y+ (1—A)Z =0 Lo+ Ly — 1L,y

(17)\)y+ (17A2)Z :OLg (*Lg*)\Ll

Ici pour continuer & appliquer le pivot, on pourrait étre forcé de faire une disjonction des cas (si A—1 =0,
on ne peut pas pivoter en y dans tous les cas). Mais heureusement, ici, indépendamment de A, on peut
rendre notre systéme triangulaire carré avec Lz <— L3 + Lo.

r+  y+ Az =0
(S) = A=1y+ (1-XNz =0
1-=Ny+ (1-X)z =0

r+  y+ Az =0

— A=1Dy+ (1-=Nz =0

(—)\2—)\+2)Z :OL3<—L3+L2

Ainsi, le systéme (S) est de Cramer si et seulement si A —1#0 et —A2 = A +2#0. Or, =\2 =\ +2=
—(A = 1)(A + 2) donc on distinguera 3 cas :

le cas : Si \ ¢ {1,—2}, alors on a un systéme triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls.
Ce systéme est donc de Cramer. Etant homogéne il admet Ogz comme solution :

‘L’unique solution de ce systéme est (0,0,0) si A € R\ {1, —2}. ‘

2e cas : si A =1, alors (5) est équivalent a

z+ y+ z =0
0 =0
0 =0

Il est équivalent & sa premiére ligne, x est 'inconnue principale donc

Si A = 1, ’ensemble des solutions de ce systéme est {(—y — z,y,2)|ly € R,z € R} ‘

3e cas : Sinon, A = —2. Le systéme obtenu est alors
T+ y— 2z =0 _ _ .
T3+ 32 =0 {x =—y+2z2=—2+4+2z=1z2
0 =0 yo==

et on a donc :

L’ensemble des solutions est donc {(z, 2, z)|z € R} si A = —2. ‘

Page 14



Cours de mathématiques, ECG1A, Lycée Hoche. 2025-2026

VI. Plus sur les systémes linéaires homogénes

1. Stabilité par combinaison linéaire de I’ensemble des solutions d’un systéme
linéaire homogéne

Cette section est un avant gout de I’algébre linéaire, un peu comme le petit paragraphe que nous avions
écris sur la terminologie « suites récurrentes linéaires d’ordre 2 & coefficients constantsy.

Définition 54. Soient z = (z1,...,x,) et y = (y1,...,yn) deux éléments de R™.
e On appelle somme de x et y le n-uplet noté x + y et donné par

x+y:(x1+y17x2+y27~--7$n+yn)~

e Soit A € R. La multiplication du n-uplet x par le scalaire A est le n-uplet noté A - z donné
par :
Az = (Axy, Aza,. .., Axy).

e On appelle combinaison linéaire de x et y tout élément de R™ de la forme Az + p -y, olt A et
1 sont des réels.

Ces définitions sont a la base de l'algébre linéaire, et interviennent ici :

Proposition 55. Soient x et y deux éléments de R™ et (S) un systéme linéaire homogéne 4 n
inconnues. Si x ety sont solutions de (S), alors pour tous réels A et pu, \-x+ -y est aussi solution
de (S).

On dira que l’ensemble des solutions de (S) est stable par combinaisons linéaires : toute com-
binaison linéaire de solutions des (S) est solution de (.S).

Démonstration. A noter. [

204+y+z+t=0

Exemple 56. Considérons le systéme linéaire homogeéne (.5) :
r—y+z—t=0

(¢) Déterminons ’ensemble E des solutions de (S), avec la méthode du Pivot de Gauss.

(é¢) Vérifions la proposition ci-dessus, en utilisant la description obtenue de E.

Finalement, soit (S) est un systéme linéaire homogeéne (a4 n inconnues) dont on note E ’ensemble des
solutions. On a vu les deux propriétés suivantes sur E :

e Og» € E (le n uplet nul est solution de (.5) ),

e FE est stable par combinaisons linéaires : si x et y sont des solutions de (5), alors A\x + py est
solution de (S) pour tous réels A et pu.

On dira, pour résumer ces propriétés, que ’ensemble E est un sous-espace vectoriel de R™. Pour expliquer
cette terminologie, on peut dire que :

o L’adjectif "vectoriel" signifie qu’on s’intéresse aux calculs des combinaisons linéaires,

e F est un sous-espace vectoriel signifie qu’on peut faire des calculs vectoriels au sein de ’ensemble
E.
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2.

Systéme linéaire homogéne associée & un systéme linéaire

Définition 57. Soit (S) un systéme linéaire :

a11%1 +a12T2 + ...+ a1 0Tn = b1
2171 + 20T2 + ...+ az Ty, =by
Gp1T1 + ap2T2+ ... FappTy = by

Alors, on appelle systéme linéaire homogéne associé a () le systéme linéaire homogene (S},) :

a1,171 + Q1,272 + ...+ a1,nTn =0
2,171 + a2,2%2 + ...+ a2 nTn =0
ap 171 + Gp 22 + ...+ pnln = 0

obtenu en remplacant tous les seconds membres par O.

La suite est Hors programme pour le moment. Cette proposition justifie cette histoire de systéme
linéaire homogeéne associé. On ne s’en servira pas dans ce chapitre, uniquement dans des chapitres plus
théoriques ultérieurs, mais on peut déja commencer & en parler.

Si

vous comprenez cela, vous aurez une avance significative pour le chapitre sur les équations différentielles

linéaires.

Proposition 58. Soit (S) un systéme linéaire & n inconnues et (Sy) son systéme linéaire homogéne
associé. Soit x € R™. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) x est solution de (S).
(ii) Pour toute solution y de (S), v+ y est solution de (S).

On peut méme aller plus loin :

Proposition 59. Soit S un systéme linéaire, et (Sy) le systéme linéaire homogéne associé a (.5).
Notons S(S) les solutions de (S) et S(Sh) les solutions de (Sp). Supposons (S) non incompatible,
et soit x, une solution particuliere de (S). Alors :

S(S) = {zp + xp, 21, € S(SK)}

Autrement dit, résoudre (S) revient a trouver une solution de (S) et a résoudre (Sy).
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