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| Correction du DM n°4|

Partie I
1. 11 faut juste écrire les matrices.

2. Soit a € R. La matrice M, est carrée de taille 2 donc est inversible si et seulement si son déterminant

(1-a)?—a?=1-2aest non nul. Or, 1 —2a =0 <= a=g.

1
Ainsi, | la matrice M, est inversible ssi a # 3

3. On peut trouver « et B au brouillon et justifier :
1 1 1 0 a a 1—-2a 0
“(1 1>+(12a) (0 1) - <a a>+( 0 1—2a> = Ma
Donc :

M, = aJ +(1-2a)l; |

4. En posant le produit matriciel, on trouve J? = 2J. Alors, pour tout entier n € N* :

J’n,+1 JQJn 1_2JJ'n 1_2J’n,

On rédige alors une récurrence pour montrer : ‘Vn e N* J" = 2”_1J‘

5. Soit n € N* et «, § deux réels. Alors :

6. Soit a € R. Posons a =a et § =1 — 2a de sorte que
Ma =aJ + BIQ
Alors, aJ et fI; commutent car 515 est une matrice d’homothétie. Donc pour tout n € N* :
Mn = (Oéj + ﬂfg)n

= Z ( ) F(BI)" par le binome de Newton
=8t
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= 8", + ”) akpn—kok=1y car Yk € N*, gk = 2k=1J

~
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1
:ﬁnlz i( ) kﬂn_k’Qk_1> J
=1

=0"L+-(2a+8)"-")J d’aprés la question précédente

L\:\H

1
=(1-2a)"I, + 3 1-(1-2a)")J par définition de «,

On a bien montré :
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1
Vne N Mg = (1-20)" L+ 5 (1 - (1-2a)") J.

Ainsi, pour n € N* :

1+(1-2a)" 1—(1-2a)"

n_ > 2
Mi=11-a%2) 1+01= 20"

2 2

2025-2026

7. Soit, pour n € N, A, Iévénement “I’'interrupteur est allumé au bout de n minutes. Posons B, = A,.
Alors, B,, est ’événement “I'interrupteur est éteint au bout de n minutes”.

(a) Pour tout entier naturel n, b, =1 —a, =1 —P(4,) = P(4,) = P(B,).

(b) Soit n € N*. Si P(A,)P(B,) # 0, alors la formule des probabilités totales appliquée au SCE (A,,, By,)

donne :

ant1 = P(Apt1) = P(An)Pa, (Ant1) + P(Bn)Pp, (Ant1) = an(l —a) + bna

On remarque que cette égalité est aussi vraie si P(A,,)P(B,,) = 0 car si par exemple P(B,,) = 0, alors
Pinterrupteur est allumé a ’étape n avec probabilité 1, donc est allumé (attention, ceci deviendra
faux dans quelques chapitres, pour des expériences aléatoires plus compliquées), donc P(4,11) =

l—a=1x(1-a)=a,(1l-a).

On procéde de la méme maniére pour montrer :

bn+1 = ]P(Bn+1) = ana + bn(l - a)

Finalement, les deux égalités obtenues
apt1 = an(l —a) + bpa et by = ana+b,(1 —a)

sont équivalentes & 1’égalité matricielle
Any1 _ l1-a a an,
bn41 a 1—a by,

Vn € N7Xn+1 =M,X,.

ce qui montre bien :

A T’aide de la question précédente, on rédige une récurrence pour démontrer :

VneN, X, = M"X,.

Soit n € N. D’aprés la question précédente,

X, = M"X,.

D’apres I’énoncé, Xy = <1

0) et d’apreés la question 6 :

1+(1—-2a)" 1—(1-2a)"

n __ 2 2
Mi=11-(1"20" 1+(01% 2"
2 2
Donc en posant le produit matriciel :
1+ (1-2a)"
= 2
vneN X, = 1— (1% 20)
2
1 1—2a)" 1—=1(1=2a)"
D’ou : | Pour tout entier n, a, = % et b, = %‘
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Partie I1

8. Il suffit de poser le calcul et de vérifier :

1 1 1\ /13 1/3 1/3
1 -1 0| (13 =2/3 1/3 | =15
1 0o -1/ \1/3 1/3 —2/3

Alors, P est carrée et inversible a droite donc est inversible, et son inverse & droite est son inverse, donc

on a bien
1/3 1/3 1/3
Pt=1|(1/3 -2/3 1/3
1/3 1/3  -2/3

9. Il suffit de poser le calcul de AP et PD, puis de multiplier I’égalité obtenue par P!,

10. ‘ Montrons par récurrence Vn € N, P(n) : “A" = PD"P~1", ‘

Initialisation : P(0) s’écrit A = PD°P~1. Or, A° = I3 et PD°P~! = P3P~! = PP~ = I3. D'ou
I’initialisation.

Hérédité : Soit n € N tel que P(n). Montrons P(n + 1). D’aprés la question précédente, A = PDP~!.
Par P(n), A" = PD"P~!, Donc par produit :

A"l = A"A = (PD"P~Y)(PDP ') = PD"(P~'P)DP~! = AD"I;DP~ ' = pD""1p~!

Ceci démontre P(n + 1), d’ou I'héréditeé.

4 0 0
11. La matrice D= |0 1 0] est diagonale, donc le calcul de ses puissances est immeédiat :
0 0 1
4" 0 0 4" 0 0
VvneN,D"=|0 1 0]=|0 1 0
0o o0 17 0 0 1

12. Soit n € N. en posant le calcul de PD"P~! on trouve
1 4 +2 4" -1 4" -1
A”:PD”P*:g 4n—1 4" 42 4n—1
4" —1 4™ —1 4™+ 2

Donc
1 1 1 442 4" -1 4" -1

M”:(fA)”:4714":3 o 4" —1 442 4r—1
RN — 1 4n 1 4 42

13. Notons, pour tout entier n € N*| A, (resp. By, resp. C,,) I’événement “I’éléve répond a la n-iéme question
par la réponse (a)” (resp. “par la réponse (b)”, resp. “ par la réponse (c)”). Les probabilités respectives de
ces événements sont donc a,, b, et c,.

Soit n € N. Alors, (A, By, Cy) forme un SCE. Si P(A,), P(B,,) et P(C,,) sont non nuls, alors la formule
des probabilités totales donne :

1 1 1
IED(14n+1) = IEJ><14n)I[DAn (AnJrl) + IED(Bn)]P)B,L(14n+1) + P(Cn)PC,L (An+1) = an§ + bnz + an

et on remarque que 1’égalité
1 1 1
Ap+1 = P(An—i-l) - an§ + bni + Cni

est aussi vraie sans la condition sur P(4,,), P(B,) et P(C,,) (car alors, on peut exclure les événements de
probabilité nulle du SCE, et 1’égalité ci-dessus ne rajoute qu’'un facteur nul).

On a donc :

1 1 1
Vn € N, Apt1 = ian + an + ch.
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On démontre de méme :

1 1 1
N, b, = —0n by “Cn.
Vn € N, b,41 4a +2 +4C
1 1 1
Vn € N, Cpt+1 = Z&n + an + §Cn.
1/2
14. X; = [ 1/2 | d’apres I’énonce.
0

15. Soit n € N*. Les trois égalités obtenues question 13 sont équivalentes a ’égalité matricielle :

Xng1 = MX,,.

16. On rédige & nouveau une récurrence pour montrer :

Vn e N* X, = M" X,

D’aprés le calcul obtenu question 12,

4n—1 +92 4n—1 -1 4n—1 -1
4n—1 -1 471—1 + 2 4n—1 -1
4n—1 -1 4n—1 -1 411—1 + 2

1

n—1 __
ME =g

donc en posant le produit matriciel M™1X7, il vient :

1

an = g @ 4 D)
1 n—1
1 e
CHZW(QZLL 1—2)



