Lycée Hoche 2025-2026
ECGI A Mathématiques

TD de mathématiques n°16 :
Dérivation

Pour commencer

Calculs de dérivée

Exercice 1 Calculer, en utilisant les régles usuelles, les dérivées des fonctions suivantes, en précisant sur quel(s)
intervalle(s) elles sont effectivement dérivables (on mettra, si possible, les résultats sous une forme permettant
d’étudier "facilement" leur signe):

(@) fl@) = /152 (f) f(@) = e —elna (k) f(@) =@+ 1+ £=lginz
(b) fla)=2e7 — 2 (9) f(@) = (¢ +Inz)er! O f(@) = (o
(m) fla) =1 (<51
() J(@) = (a2 =) VI—2? (h) f(z) = 2" (1 +2) () fa) = ehat
@) fo) = 2/e B fe)=elnll+e™) (0) F(x) =In(1+42)
() f(z) = VZ—Tnz () f@) = 7 ®) flz)=ahe

Exercice 2 Calculer les limites suivantes :

1_16 z¥—1

(a) limg o =5~ (¢) limg_,o+ (e) limw_)e%
(b) lim, ,; Z&'=e (d) Timy_,y Y=L () limgs sy (3 = 1)

Exercice 3 Soit f: R — R et a € R* tel que f soit dérivable en a.
f(z)—f(a)

22 —a2

af(@)—zf(a)

Déterminer, si possible, lim,_, -

et lim,_,

Exercice 4 Déterminer I’équation de la tangente en a & la courbe représentative des fonctions ci-dessous :

(a) f(x)=¢€",a=0. (¢) fl@)=In(2*>—1),a=2 (e) f(x)=a3—bz?+1,a=-2.
) flx)=2vx+1,a=0. (d) f(x)=In(l+4+=z),a=0. (f) flay=2"a=1

Exercice 5 Dans chacune des situations suivantes, déterminer la dérivée de g o f, en précisant le domaine de
définition et le domaine de dérivabilité :

(a) () = = et gla) = VT () () = V7 et gla) = In (1 + 22)
(0) f(z)=e" et g(z) = {72 (e) flz)=¢"et g(x) =ln(z— 1)
() F(x) = 22 et g(a) = zlnz — 2 (f) f(@) =22 +1 et gx) = V&

Exercice 6 Soit f: R — R une fonction dérivable sur R.
(a) Pour tout z € R, on pose g(z) = f(—z). Exprimer ¢’ en fonction de f’.
(b) On suppose que f est paire. Que peut-on dire de f' ?
(¢) On suppose que f est impaire. Que peut-on dire de f’' ?

Exercice 7 Pour tout = € R, on pose P(z) = z* + 423 + 622 + 8z + 1.

Déterminer les extrema locaux de P sur R.



Etudes de dérivabilité
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(a) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et calculer f’(z). La fonction f est-elle de classe C* sur R ?

Exercice 8 On considére la fonction définie sur R par la formule f(x)

(b) Etudier la dérivabilité de f’ sur R. La fonction f est-elle de classe C? sur R ?
Exercice 9 Pour tout x € R, posons f(r) = z”.
Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 . La fonction prolongée est-elle dérivable en 0 ?
Exercice 10 On considére la fonction f : R — R définie pour tout € R* par f(z) = e et f(0)=0.
(a) Montrer que f est continue sur R.
(b) Montrer que f est dérivable sur R* et déterminer f’(z) pour tout z # 0.
(¢) Montrer que f est de classe C! sur R.

e* siz <0

Exercice 11 On considére la fonction f : R — R définie par f(z) = { 14z siz>0

(a) Montrer que f est continue sur R.

(
(

)
b) Montrer que f est dérivable sur R* et déterminer f’(x) pour tout x # 0.
¢) Montrer que f est de classe C! sur R.

)

(d) Montrer que f’ n’est pas dérivable sur R.

|i—‘ln(1 —lz]) siz#0

Exercice 12 On considére la fonction f :]—1,1[— R définie par f(x) = {
0 siz=0

Montrer que f est de classe C! sur ] — 1, 1].

Exercice 13 Soit f: R — R une fonction dérivable en 0 telle que f(0) = 0.
f(x)
x

Pour tout « € R*, on pose g(x) = . Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 .

Que retrouve-t-on pour les fonctions définies par f(z) =e” —1 et f(x) =1In(l 4+ ) ?

Dérivées successives

Exercice 14 Soit f : R\{—1} — R la fonction définie pour tout = # —1 par f(z) . Montrer que f

T itz

—1)"n!

est de classe C> sur R\{—1} et que pour tout n € N, pour tout 2 € R\{—1}, f("(z) = (1(+))nn+1
X

Exercice 15 Soit f : R} — R la fonction logarithme népérien.
Montrer que f est de classe C*> sur R et calculer ™ (z), pour tout n € N* et tout = > 0.

Exercice 16 Soient a € R* et b € R.

(a) Montrer que la fonction f : z — est de classe C* sur son domaine de définition Dy et donner

axr +
'expression de () (z) pour tout n € N et pour tout z € Dy.
—1
(b) Déterminer «, 8 € R tels que v - @ + B pour tout x ¢ {71,% .

(+1)2zx-1) 2x+1 22-1
r—1

(¢) En déduire, pour tout n € N, 'expression de la dérivée n-iéme de la fonction & —y ————.
(x+1)(2x-1)

Exercice 17

R — R
i * . ! H (k)
(a) Soit n € N* et f: - (142)" Pour tout k € [0, n], déterminer f\*).
R — R
. * ) ) . (n)
(b) Soit n € N* et g: N 22(1 + )" Déterminer g™,



Exercice 18 Soit n € N*. Pour tout = € R, on pose h(x) = (1 + z)?".

9 n 2
Déterminer A(™ de deux maniéres distinctes et en déduire que ( n) = Z (Z) .
n
k=0
FEtudes de suites récurrentes
o
C 1l+Inz’

Exercice 19 Soit f : [1,400] la fonction définie pour tout x > 1 par f(x)

(a) (i) Montrer que pour tout = > 1, f(x) > 1 et résoudre ’équation f(z) = z sur [1,4o0].
(i4) Montrer que f est dérivable sur [1,4o00[ et calculer f'(x) pour tout = > 1.
(4ii) Etudier le sens de variations de f’ puis donner un encadrement de f’ sur [1,+oo].
(b) Soit (un)
(i

)
(i4) Montrer que pour tout n € N, |up1 — 1] < 1 |up, — 1]
)

nen la suite réelle définie par ug = 2 et, pour tout n € N, uy, 11 = f (up).

Vérifier par récurrence que la suite (uy,),, oy est bien définie et que pour tout n € N, u, > 1.

(#4¢) En déduire que pour tout n € N, |u, — 1| < (%)n |ug — 1| et déterminer enfin lim, 4o Up,.-
Exercice 20 On consideére la fonction f : [0, 1] — R définie pour tout x € [0, 1] par f(z) = 3—+/4x + 5.
On considére également la suite (u,),, oy définie par ug = 0 et pour tout n € N, upq1 = 3 — /4u, + 5.

(a) (4) Montrer que pour tout z € [0,1], f(x) € [0,1].
Montrer que I’équation f(x) = x posséde une unique solution « € [0, 1].
Montrer que f est dérivable sur [0,1] et calculer f’(z) pour tout z € [0,1].
Montrer que pour tout z € [0,1], |f'(z)| < 5.
La suite (uyn),, oy est-elle monotone?
Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u, € [0,1].
Montrer que pour tout 7 € N, [unt1 — af < F [un — o.
En déduire que pour tout n € N, |u, —a| < (%)n

En déduire que la suite (u,), y converge et déterminer la valeur exacte de limy, oo Un-

Pour continuer

Calculs de dérivées
™" —a”

Exercice 21 Soit a € R et n € N. Déterminer lim,_,, pra—
Exercice 22 Soient f: R — R et g : R — R deux fonctions dérivables sur R.
On suppose que f et g sont monotones sur R. Montrer que g o f est monotone sur R.
Exercice 23 Pour tout z € R, on pose P(z) = z* + 23 — z + 1.
Montrer que P admet un unique extremum local et en déduire que P n’admet pas de racine réelle.
Exercice 24 Pour tout x € [0, 1], on pose f(x) = 21 — 22.
Déterminer les extrema locaux et globaux de f sur [0, 1].

Etudes de dérivabilité
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Exercice 25 On considére la fonction définie par la formule f(z) = nilx
z—Inz

(a) Déterminer D et prolonger si possible f par continuité aux bornes de Dy.

(b) Calculer f'(z) pour tout z > 0.
(¢) Montrer que f est dérivable (a droite) en 0 et que f’(0) = 0. En déduire que f est de classe C! sur R, .



Exercice 26

22
e —1°

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 . La fonction prolongée est-elle dérivable en O ?

(a) Pour tout x € R*, posons f(z) =

xn

et —1°

Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 . La fonction prolongée est-elle dérivable en 0 ?

(b) Soit n € N tel que n > 3. Pour tout = € R*, posons g(z) =

Exercice 27
(a) Pour tout z € R, posons f(z) = In(1 + |z|).
La fonction f est-elle dérivable en 0 7
(b) Pour tout z € R, posons f(z) = In(1 + z|z|).

La fonction f est-elle dérivable en 0 7

Exercice 28 Soit f: R — R la fonction définie pour tout = € R par f(z) =

(a) Etudier la dérivabilité de f sur R.
(b) Déterminer f’.
(¢) Etudier la continuité de f’ sur son domaine.
Exercice 29 Soit a € R*. Pour tout z > a, on pose f(z) = (z — a)**.
(a) Montrer que f est prolongeable par continuité en a.
(b) Etudier la dérivabilité en a de la fonction prolongée (que I’on note toujours f ).
Dérivées successives
Exercice 30 Soit f: R — R la fonction définie sur R par la formule f(z) = (x — 1)e™7.

Montrer que f est de classe C> sur R et calculer, pour tout = € R et pour tout n € N, f() (x).

Exercice 31 Soit « € Ret f: R = RQ we - Déterminer f() pour tout n € N*.
r — z%
FEtudes de suites récurrentes
xr
Exercice 32 Soit f la fonction définie par la formule f(z) = 2f+ T
e

(a) Déterminer Dy et montrer que f est paire sur Dy. Etudier les variations de f.
(b) Montrer que l’équation f(x) = = admet une unique solution sur Dy, que I’on notera ¢ et que 0 < £ < %

(¢) On considére la suite (uy,) définie par ug = 0 et pour tout n € N, up41 = f (un)-

neN
(i) Montrer que pour tout n € N,0 < u,, < %
(i4) Montrer que pour tout n € N, |un11 — €| < 3 |u, — £|, puis que pour tout n € N, |u, — | < 5k

(#i7) En déduire limy,— oo ty.

1
Vitz®

Exercice 33 Soit f:] — 1,+00[— R la fonction définie pour tout > —1 par f(z) =
(a) (¢) Montrer que pour tout z € [0, 1], f(x) € [0,1].
(#4) Montrer que I’équation f(x) = 2 admet une unique solution dans l'intervalle [0, 1], notée a.
i13) Pour tout = € [0,1], calculer f’(z) et en déduire que pour tout x € [0, 1], |f'(z)]| < 2.
2
(b) Soit (un),cy la suite réelle définie par ug = % et, pour tout n € N, un41 = f (un).
(i) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, € [0,1].
i1) Montrer que pour tout n € N, |un,+1 — | < L |u, — al, puis que pour tout n € N, |u,, — | < (3 "
+ 2 2
i)

(ii7) En déduire que la suite (uy), oy converge et déterminer limy, oo Up.



