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ECGI1A . Mathématiques
Correction : DS n°1

DS du 7 octobre 2023

Exercice 1

1. (a) La négation de la proposition donnée est ‘ Jre R, VyeR,IzeR,z>yet e <. ‘

(b) Montrons que P est vraie. (Il fallait comprendre que "y était le logarithme de x").
Soit z € R, posons y = In(z). Alors, pour tout réel z :

2>y <= z>ln(r) = >z
(par stricte croissance de ’exponentielle).
On a bien trouvé un réel y tel que : Vz € R,z >y = €* > x. Ceci démontre P.
2. Par disjonction des cas (si n est impair, montrer que 3n + 1 est pair).

3. Etude de la fonction définie sur | — 1, +o0o[ par ¢ ~ In(1 +¢) — t. Son tableau de variation montre qu’elle
atteint un maximum en 0 qui vaut 0.

4. Cf cours.
5. Cf cours.
6. Cf cours.

7. Par croissance stricte de la fonction racine carrée sur R, 0 <4 <10 = 2 < v/10. Donc vV10—-2 € Ry.
Par croissance stricte de la fonction carré sur Ry :

VI0 -2 <3 — (VI0-2)? <3
— 10-4V10+4< 3
11 < 4V10

—
<= 11 < (4V/10)? (encore par croissance stricte de la fonction carré)
= 121 < 160

La derniére inégalité est vraie, donc par équivalence : | /10 — 2 < /3.

. 1 . .
8. Par contraposée : si ap < — pour tout k € [1,n], alors en sommant ces inégalités, on trouve :
n

a1+ ...+a, <1.

9. P=1
for k in range(1,2024):
P=P* (1+k+k**2)
print (P)

10. Cf cours.

Exercice 2

1. L’équation 2* 42 = 0 est clairement définie sur R. Soit z € R. Alors, 24 +2 =0 <= 2* = —2. Or, 2* =

(22)? est positif car ¢’est un carré. Donc o # —2. Autrement dit, | L’équation 2* + 2 = 0 d’inconnue réelle x n’a pas de

2

1
2. Notons (I) 'inéquation donnée par In (1 Rk

— x2> < 0. Déterminons d’abord le domaine de définition de
().



Soit z € R. )

.14z . e .
L’expression 1.2 est bien définie ssi 1 — 22 # 0, par quotient. Or,
-

=1l r=1louzxz=—1.

1-2°=0 < =z
1+ 22 e :
Donc 1.2 est bien défini si et seulement si z € R\ {—1,1}.

2 2

1
) est bien defini ssi 1 > 0.

Dans ce cas, In

Un rapide tableau de signe (le faire) montre :

1+22
.2 >0 <= z€]—-1,1][.
En conclusion, I'inéquation (I) est définie sur D =] — 1, 1].

Résolvons (I). Soit x € D.
Par croissance stricte de ’exponentielle :

1 2 1 2
1n( +x><0<:> T <=1

1— 22 1—22
Ainsi :
1 2
z est solution de (I) < St <1

1— 22
1 2

— 1%;271<0
L+a2%—(1—2?)

= 1.2 <0
22

Or, 222 > 0 (car tout carré est positif) et 1 — 2% > 0 (car €] — 1,1[). Ainsi, la derniére inégalité est
fausse / x n’est pas solution de (7).

En conclusion, ‘ (I) n’admet aucune solution. ‘

. L’équation (E) : €2* — e® — 1 = 0 est définie sur R, car I'exponentielle est définie sur R.

Soit = un réel. Alors, e** —e* —1=0 < (e%)? —e® —1=0.
Ainsi, z est solution de (F) si et seulement si e® est racine du polynéme X2 — X — 1.
Or, X? — X — 1 est un polynéme du second degré, de discriminant 5 > 0 donc de racines :

1-5 1++5
= 5 et To = 5

T
Ainsi, z est solution de (F) si et seulement si :
e’ = x1 ou € = xs.

Or, ;1 < 0 (car v/5 > 1) et x5 > 0. Donc e” # z; (I'exponentielle est & valeurs positives), donc x est
solution de (E) si et seulement si e* = x4, si et seulement si z = In(xs).

1+5
2

).

L’unique solution de (E) est In(

1
Vi+1l—t+1
définiet Vt+1—-t+15#0.

Or, v/t + 1 est bien défini si et seulement si ¢t + 1 > 0, si et seulement si t > —1.
Supposons dans la suite ¢t > —1.

Vt+1l—t+1=0 << Vit+1=t—-1.

. Soit t € R. L’expression donnée de f(t) est bien définie si et seulement si : /t + 1 est bien



lecas: Sit<1,alors,t—1<0ett4+12>0donc t+1%#t¢—1. Ainsi, dans ce cas, f est définie en ¢.

2e cas : Sinon, t > 1 donc t — 1 et v/t + 1 sont positifs. Par croissance stricte de la fonction carré sur
R+ :

Vitl=t—1 <= t+1=(t-1)? <= t+1=1>-2t+1 <= t? -3t =0 < t(t—-3)=0 < t=3

(car t > 1 dont t # 0). Ainsi, dans ce cas, f est définie en ¢ ssi t # 3.

Finalement, ‘ f est définie sur [—1, 3[U]3, +o0]. ‘

. Soit x € R. Alors :

lo? — 22 +2| <3 <= -3<a2?-2r+2<3
— 22 -2z+5>0et 2> —22—-1<0

Considérons les polynémes donnée par P(X) = X2 —2X +5et Q(X) = X? —2X —1. P est un polynéme
du second degré, de discriminant —16 < 0 donc ne s’annule pas et est de signe constant sur R. Son
coefficient dominant étant positif, P est strictement positif sur R. Donc P(x) > 0.

Q@ est un polynéme du second degré, de discriminant 8 > 0 donc ) admet deux racines :

2 —
T = 2\/5117\/56131'2:1%*\/5

Le coefficient dominant de ) étant positif, () est négatif entre ses racines, donc :
Qz) <0 <= z €]l —V2,1+V2].
Finalement, pour tout réel z:

|22 —22+2| <3 <= P(z)>0et Qz) <0 «— z €]l —v2,1+V2].

L’ensemble des solutions de |22 — 22 4+ 2| < 3 est |1 — /2,1 +/2].

. Soit t € R.

L’expression In(¢) est bien définie si et seulement si ¢ > 0.

Dans ce cas, la puissance généralisée (1 —i—t)ln(t) est bien définie si et seulement si 1+¢ > 0, ce qui est vrai
(car t > 0).

Alinsi, ‘ f admet pour domaine de définition sur R |et :

vVt € RY, f(t) = exp (In(1 +¢)In(t)).

Alors, g : t — In(1 + t)In(¢) étant dérivable sur son domaine de définition, comme produit de fonctions

qui le sont, ‘ la fonction f est dérivable sur son domaine de définition ‘ comme composée des fonctions g et

exp : t — et, dérivables sur leurs domaines de définition.

Pour tout t € R*Jr :

In(t) N In(1+¢) th@)+ @+ +4) @1 + 1)1t

g'(t)

T 1+t t t(1+1t) t(1+1t)

et on a donc:
n t 1+t
F(0) = fexp o) (6) = o (1) x explo(0) = T 1 o

Finalement, | f'(t) = —————=(1 + t)"(®)-1




Exercice 3

1. L’équation (FEy) d’inconnue réelle x est donnée par 1 = 0. Cette égalité étant fausse pour tout réel z,

2.

‘ (Fo) n’admet pas de solutions. ‘

(a)

L’équation (E,) d’inconnue réelle x est donnée par y*z? + 2ye®z +y + 1 = 0. L’expression
y222 + 2yetx + y + 1 est bien polynomiale en le réel z, de degré 2 car le coefficient de 22 est
y* # 0 (car y # 0).

‘L’équation (E,) est bien une équation polynomiale de degré 2. ‘

Le discriminant de ce polynome est A = (2ye?)? — 4(y + 1)(3?) = 4y2(e? — y — 1).

Soit f la fonction définie sur R par f(t) = ¢! — ¢ — 1. f est dérivable comme somme de fonctions
dérivables (les polyndomes et I’exponentielle sont dérivables sur R). Alors :

VteR, f'(t) =¢" — 1.

Donc :

0

VEER, f/(t) >0 <= ' —1>0 <= e >1=¢" <= t>0

(par croissance stricte de ’exponentielle), et de méme
VieR, f/(t) =0 < t=0.

Ainsi, f est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur Ry (vous pouvez ici faire

le tableau de variation, ¢a vous permet de gagner en visibilité). f admet donc un minimum en 0, qui
vaut f(0)=¢e%—1-0=0.

De plus, par monotonie stricte sur les intervalles ci-dessus :

vt € R\ {0}, f(t) > 0.

Finalement, pour tout réel ¢ :

F)>0et (f(t) =0 < t=0).

Cela démontre bien : ’VteR,et>1+t et (el=1+t < t:O).‘

Le discriminant A de (E,) est A = 4y?(e¥ —y — 1). Mais 4y? > 0 car y # 0 donc le signe stricte
de A est celui de e —y — 1. Or, d’aprés la question précédente appliquée en y, e —y —1 > 0 et
ey—y—1=0 <= y=0.

Comme ici y # 0, on a A > 0.

Pour y € R%, (E,) admet donc deux solutions notées x; et x3, données par :

B —2ue? + VayR(ev —y — 1) B V(e —y—1) — ye?

Z1
2y? y?
VA —y — 1) —ye?
T2 = y2 .
y Y
Exercice : Montrer que ces deux solutions sont -~ (ejfyyfl)fﬂ et —Y (ejfgfl)fez (il y a un petit

argument a trouver, attention a vos calculs).



3. Soit z € R. L’expression
x=1).

est bien définie si et seulement si x # 1, par quotient (x — 1 =0 <

1+mz
Dans ce cas,

> 0 par positivité de la valeur absolue, et :

1 1

+ma =0 <= +mx:0<:>1+mx:0<:>mx:—1.
1—=x 1—x

+ mx

Ainsi, I'expression

est bien définie et strictement positive si et seulement si :

-1
R\ {1, —1}, si .
e reR\{L 1) simA0
e z e R\ {1},sim=0.

Finalement, le logarithme étant défini sur RY :
14+ max

1
Si m # 0, L’équation (E,,) : In( ) > 0 est définie sur D,, =R\ {1, _E}’ et

Péquation (Ejy) est définie sur Dy = R\ {1}.
Soit x € D,,.

Par croissance stricte de ’exponentielle :

14+ mx 14+ me
1 >0 <= 1
n(‘ -z ) ’ 1—-2
donc z est solution de (E,,) ssi :
1+ mzx 14+ ma
>1ou < —1.
1—=x 1—x
) . 1+ mx
Reésolution de > 1.
—x
1 1
+mx>1<:> +mx—1>0
1—x 1—x
1+me—-1+4+2
S )
11—z
1
(m+ )a:>0
11—z
Aprés un tableau de signe rapide de T x (d faire), on a :
—x
1 1
le CaS!Sim:—la(mlJri)x>0 <= 0> 0, donc x n’est pas solution de ergj>1.
—x —x
1
2e cas : Sim>—1,m+1>0doncM>O<:> ° >0 < z€]0,1].

1
3ecas: Sim< -1, m+1<0donc M>O = li <0 < z €] —00,0[U]1, +o0].
) . 1+ mx
Résolution de < —1.
-

1 1
+m<—1 — +mm+1<0
1—2x 1—2z
l+me+1—2x
— <0
1—=x
-1 2
(m=Dz+2
1—2x



(m—1)x +2

le cas : Sim =1, 1 <0 = <0 <= 1l-2<0 < z€]l,+0].
—x —x
2e cas : Sim > 1, alors m — 1 > 0, donc on dresse le tableau de signe :
2
T —00 - 1 +00
m—1
(m—1z+2 - 0 + +
1—z + + 0 -
m—1)r 42
% - 0 + || -
l1—2x
(m—1)x +2 -
donc ———— <0 < z €] — o0, 1[U]17+oo[.
— —
. . -2 e .
3e cas : Sim < 1, (m — 1)z + 2 changeant de signe en 1 on doit faire des sous-cas pour faire notre
m—

tableau de signe. On a

-2
1<1 <= m < —1 donc:

le sous cas : si m < —1, on se référe au tableau de signe suivant :

2
x —00 B 1 400
m—1
(m—1z+2 + 0 - -
l—z + + 0 -
m—1)x+2
1 P
1—=x

2e sous cas : sim > —1, on se référe au tableau de signe suivant :

T —00 1 2z 400
m—1
(m—-1)z+2 + + 0 -
1l—=z + 0 - -
-1 2
M + H - 0 +
11—z
-1 2 -2 2 -1 2
3e sous cas: Sim = —1, (m — 1)z + e 2 > 0 donc M > 0, x n’est pas solution
) 1-2z 1-2z -z
de tme < —1. Finalement :
1-—2z
e Si m < —1, 'ensemble des solutions de (E,,) est :
R\ {1, = 1 (1= 00,00U1, +o0lu) = =2 1[) =] = 00, 0] = ==, =~ [u] = =, 1[U]1, +x]
) m m7 ) oo m — 17 - w? m — 17 m m7 b e9]
e Sim = —1, (E,,) n’admet aucune solution.
e Si—1<m<1etm#0, 'ensemble des solutions de (E,,) est :
1 2 2
RA{l,——}nNn{]0,1[U]l, ———[ | =]0,1[U]1, ——|.
V-2 (0 -2 o -2
e Sim =0, Pensemble de solutions de (E,,) est :
R\ {130 (10,1101, -2 [) =0, 1101, - |
) 9 m — 1 - ) ) m — 1 M
e Sim =1, Pensemble des solutions de (E,,) est :
1
RAA{L, =731 (10, 1[U]L, +o0f) =]0, 1[U]1, +-o00[.
e Sim > 1, 'ensemble des solutions de (E,,) est :
1 -2
RA {1, = -1 (10,100] = o0, -2 UL, el ) =] = 00, -2 U0, 11U, +oc].




Exercice 4

1. Soit 2 € R. L’exponentielle étant définie sur R, les expressions e?* — 1 et €2? + 1 sont bien définies. De
plus,

e —1=0 < ¢

T=1<«= 2r=In(l) < =0
(par croissance stricte du logarithme).

Ainsi, £ — €2® + 1 est définie sur R et 2 — e** — 1 est définie sur R et non nulle exactement sur R*.
2z
e

fizw

admet donc Dy = R* comme domaine de définition |, comme quotient de fonctions définies

821

sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas.

2. Tout d’abord, Dy est clairement symétrique par rapport & 0. Calculons alors :

e 2 +1 ) e*(e?4+1) 41
e—2r _ 1 - eQw(ef2z _ ]_) - _(62:1: _ 1)

Ve € R*, f(—z) = = —f(z).

(1) : car Vo € R, e*® £ 0)

Ainsi, ‘la fonction f est impaire. Son graphe C est donc symétrique par rapport & 'origine.

3. f est dérivable sur son domaine de définition comme‘ quotient de fonctions dérivables sur leurs domaines de définitions.

Alors : 22 (2 ) (e 2¢? )
2e“% (e — 1) — (e“* +1)2e*” —4e“*
Vo € R*, f'(z) = =
z fi(z) (e —1)2 (e —1)2
_ —4e2®
d’ou vxeDf,f/(.fL'):m
62x e2x
4. Pour tout réel x # 0, f'(x) = —4 et est strictement positif comme quotient de réels

(e2r —1)2 (e2v —1)2
strictement positifs (par positivité stricte de 'exponentielle, et car tout carré d’un réel est positif). f/ est
donc strictement négative sur 'intervalle R’ , donc par théoréme f est strictement décroissante sur R? .
D’ot le tableau de variation :

T 0 400
fll+oe N 1

5. Soit € RY. Alors, (par croissance stricte de ’exponentielle) e?* > €% = 1 donc €?* — 1 > 0. De plus,
e?* +1 > 0. Par quotient, f(z) > 0.

Ainsi, ‘ f est strictement positive sur R . ‘

6. Calculons :
e2nB) 11 M 411 10 5

f(n(3)) = 2nB) _ 1 em® _1 8 4
et 21n(3)
_4e2n —4-9 9
, B _ __ 2
f(In(3)) = (e2m® —1)2 82 16

7. L’équation de la tangente a la courbe de f en In(3) est :

y = f'(In(3))(z —In(3)) + f(In(3)).

D’aprés la question précédente:

9 5
L’équation de la tangente (T') & C en In(3) est : y = —E(:E —In(3)) + T

8. D’aprés les approximations données, la pente de (T') passe par le point (In(3); f(In(3)) de C approximé
)
par (13 1a Z) = (17 ]-7 1; 25)

5 9
Son ordonnée & l’origine est ~1 + 16 In(3) approximé par :

1,25+0,6x 1,1 =1,25+0,66=1,91.



D’aprés les limites données, C admet une asymptote verticale d’équation x = 0, et une asymptote hori-
zontale d’équation y = 1.

Enfin le graphe de f sur R* s’obtient a partir de I’étude faite sur R’ par symétrie centrale par rapport a
I’origine. On obtient le graphe suivant.

Exercice 5
1. Tout d’abord, la fonction f est bien définie, car v/t est bien défini et non nul pour tout ¢ € R .

t
De plus, t — 2 est dérivable sur R} et t+— /1 est dérivable (et non nulle) sur R* . Ainsi, f est dérivable,
comme quotient, sur R* .
Alors, pour tout t € RY :
1
t t
ez \/i — ez t
f/(t): 2\/ZL :eg(til)
(Vt)? 2Vt

t

. €2 . .. . , . ..
Puisque ¢ > 0, 7\/2 est strictement positif comme quotient de réels strictement positifs, donc f/(t) est

du signe de t — 1, d’ou le tableau de variation de f complété par les limites données :

t 0 1 400
f'(t) I - 0 +
[+ N Ve A

(et car f(1) =e/? = /)

2. Soit n € N tel que n > 2. Notons (E,,) I'équation f(z) =n d’inconnue z € RY.
D’apreés la question précédente, f est strictement décroissante et continue, car dérivable, sur |0, 1[. De

plus, lim = +4occ et f(1) = +/e.
z—0t

Par théoreme, f(]0,1[) =]\/e, +oo[ et f est injective sur ]0, 1].

De plus, n > 2 > /3 > /e car e < 3 (|e] = 2) donc n > /e donc :
n € f(]0,1]) et f est injective sur |0, 1.

Ainsi, n admet un unique antécédent par f sur l'intervalle |0, 1[. Autrement dit, il existe un unique réel
de |0, 1], noté u,, tel que f(u,) = n.



De méme, f est strictement croissant et continue sur [1, +o0[ , et liI+n = +o00 donc par théoréme :
xr—r+00

F(1,+o0]) = [£(1), +oo[= [Ve, +oc.

et f est injective sur [1, 4+o0l.

Ainsi, n € f([1,400[) : n admet un antécédent sur [1,+oo[ et celui-ci est unique, par injectivité. On

note v, ce réel, on a bien f(v,) = n et v, > 1. Enfin, v, > 1 car f(1) = /e < 2 < n montre v, # 1.
En conclusion, pour tout n > 2, (E,) admet exactement deux solutions sur R* , car elle admet une unique
solution w,, sur ]0, 1] et une unique solution v, sur [1,+ocol.
On a de plus bien montré u, < 1 < v,.

3. Soit n € N>,.
Alors, vp,41 et v, sont éléments de |1, +oo], et f est strictement croissante sur cet intervalle. Ainsi :

Unt1 2 v <= f(Unt1) = f(vn) <= n+12n.

La derniére inégalité étant clairement vraie, on a bien démontré v, > v, pour tout entier n > 2.

‘ La suite (v,) est bien croissante. ‘

4. Soit n € N>,.
Alors, un41 et u, sont éléments de |0, 1], et f est strictement décroissante sur cet intervalle. Ainsi :

Uni1 S Up <= flupy1) > fluy) <= n+1>n.

La derniére inégalité étant clairement vraie, on a bien démontré u,; < u, pour tout entier n > 2.

‘ La suite (u,,) est bien décroissante. ‘

Exercice 6

1. ‘ f et g admettant Ry comme domaine de définition, h = f — g admet également R, comme domaine de définition.

2. x +— 2z et x — x + 2 sont dérivables sur R, en tant que fonctions polynomiales. De plus, z — z + 2
ne s’annule pas sur R,. Ainsi, g est dérivable sur R, comme quotient de fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas sur Ry, et :

2r+2)—2z 4

Ve e Ry, g'(z) = (z +2)2 :(37‘1‘2)2.

Or,Vz € Ry, (z+2)? > 0.
g’ est donc strictement positive sur I'intervalle Ry . g est strictement croissante sur R, , par théoréme. ‘

3. h est dérivable comme différence des fonctions f et g dérivables.

1 4 (x+2)? — 4w — 4 x?

T 1tz (2+42° (@+)@+2?  (@+D@@+2)?

Vo € Ry, W (2) = f/(2) - ¢/()

Or, pour tout z € R%, 22 > 0, (z +1) > 0 et (z 4+ 2)? > 0 donc, par quotient, h'(z) > 0 (et h'(0) = 0).
Ainsi, h' est positive sur 'intervalle R, et ne s’annule qu’en 0.

‘Par théoréme, h est strictement croissante sur R . ‘

On en tire :
Ve € Ry, f(z) — g(z) = h(z) = h(0) =0

d’ou ‘Vm € Ry, f(x) = g(x). ‘

4. f est dérivable en 0 : I’équation de la tangente (77) a la courbe de f en 0 admet pour équation :
y = f'(0)z + f(0)
Or, f/(0) = —— =0et f(0) =1In(1) = 0 donc I’équation de (77) est :

y=x



De méme, g est dérivable en 0 et sa courbe admet donc une tangente (73) en 0 ayant pour équation :
y=x
4
On a démontré que (T1) et (1) étaient la méme droite, d’équation y = x.

(car g(0) =0 et ¢'(0)

‘ Les courbes de f et g admettent une tangente commune en 0, d’équation y = x.

La courbe de f est obtenue par translation & partir de la courbe du logarithme selon le vecteur (—1,0) (cf
cours pour le tracé de la courbe du logarithme).

6. L’enjeu pour cette question :
¢ Bien placer la tangente, et bien représenter la tangence commune,
e Bien placer la courbe de f au dessus de celle de g ( d’aprés la question 3)

e La courbe de f est celle du logarithme, décalée de 1 vers la gauche.

Ty

7. On la déja fait dans un exercice précédent, donc on peut aller vite. fi est dérivable sur | — 1, +oo[ comme

différence, et fi(z)

T
= — 1= —— pour tout x > —1, donc f] est négative sur R, positive sur
142 142z

] — 1,0] et ne s’annule qu’en 0.

‘Par théoréme, f; est strictement décroissante sur R et strictement croissante sur | — 1, 0]. ‘

8. La question précédente montre :
Vo € Ry, fi(z) < f1(0) =0

Autrement dit :
Ve e Ry,In(l+2) < z.

Soit @ > 1. Pour tout z > 0, ax > x donc In(1 + z) < = < az (d’aprés la question précédente). Par
transitivité :

‘Va> 1,Vz > 0,1n(1 + z) §o¢x.‘

9. Soit v €]0, 1.
Idée : il s’agit de déterminer si f, est, comme f1, a valeurs négatives.

1
Une étude rapide de f, montre que celle-ci est dérivable et atteint un maximum en — — 1 (« €]0, 1] donc
o

1 1
— >1,donc — —1 € R").
a a
Calculons la valeur de ce maximum :
folz =D =W+ 2 1) —a(>—1) = —1+a—In(a) = ~fi(a~ 1)
aly, =1n o (e o = @ n(ax) = 1 .
Or, a €]0,1], donc @ — 1 €] — 1,0[. Par croissance stricte de f; sur | — 1,0], fi(a — 1) < f1(0) = 0.

Ainsiy fo(— —1) = —fi(a— 1) > 0. Ainsi, en posant + = — — 1, on a donné un réel z > 0 tel que
! e
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fa(z) >0, ie. tel que :
In(1+z) > az.

Ceci démontre que pour tout réel a €]0, 1[:
Jr e Ry, In(1+z) > ax,

ce qui répond négativement & la question posée.

Exercice 7

*

1. Par l'absurde, si f s’annulait en un point zy € R, on aurait f(xo)f(%) = 1 donc 0 = 1, ce qui est

absurde. donc ’ f ne s’annule pas sur R . ‘

De plus, f(1)f(4) =1 donne f(1)? =1, ce qui démontre ‘ f(1)e{-1, 1}‘

2. f ne s’annulant pas sur R* (d’aprés 1)), et on a I'égalité :

Ve e RY, f(z) = .
! f(z)
1
De plus, f est de signe constant sur [1, 400, ce signe étant celui de f(1). Soit = €]0,1]. Alors, — € [1,+o0|
x
1 1
donc f(;) est du signe de f(1). Comme de plus f(x) = m, par quotient, f(z) est également du signe
de f(1). ’

Ainsi, ‘ [ est du signe de f(1) sur |0, 1] et sur [1,4o0[, donc sur R . ‘

Montrons maintenant f strictement croissante sur |0, 1].

Soient x,y deux éléments de ]0,1] tels que x < y.
1

1
Par décroissante stricte de la fonction inverse sur R}, on a — > —.
r Yy
1 1
De plus, — et — sont éléments de [1,+oo[ car (z,y) €]0,1]2.
€ Y
Par croissance stricte de f sur [1,+o0] :

1 1

—) > —).
F) > FC)
Enfin, f(1) et f(;) sont du signe de f(1) (et non nuls), donc tous les deux éléments du méme intervalle
R% ou R*. Par décroissance stricte de la fonction inverse sur chacun de ces intervalles :

d’ot, vu la relation vérifiée par f :

f(@) < f(y)-

Ceci démontre bien que f est strictement croissante sur ]0, 1]. ‘

1 1
3. Montrons que 1 majore f. Soit x € R}. p € R} donc

1
—) > A.
Fe)
[ étant de signe constant, f(1) = —1 donne que f est négative sur R, et non nulle d’aprés la premiére
question.
De plus, A étant un minorant de f, A < f(1) = —1 donc A € R*.
Ainsi, f (%) et A sont éléments de R* . Par décroissance stricte de la fonction inverse sur cet intervalle, la

relation précédente donne :
1

I

<

| =

8 =

)
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d’ou :

1
1 est bien un majorant de f.

4. ‘Il n’existe pas de telle fonction h. ‘ En effet, par I’absurde, si une telle fonction h existait, on aurait :

1
soit h(1)? = —1, ce qui est absurde car le carré de tout réel est positif.

— Fin du corrigé —
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