Lycée Hoche ECG1A

Concours Blanc 2026

OPTION ECONOMIQUE

MATHEMATIQUES I

Lundi 4 mai 2026, de 8 h. & 12 h.

Tous les feuillets doivent étre identifiables et numérotés par le candidat.

Aucun document n’est permis, aucun instrument de calcul n’est autorisé.

Conformément au réglement du concours, ['usage d’appareils communiquants ou connectés est formellement
interdit durant 1’épreuve.

Les candidats sont invités & soigner la présentation de leur copie, & mettre en évidence les principaux résultats, &
respecter les notations de I’énoncé et 4 donner des démonstrations complétes - mais bréves - de leurs affirmations.
Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené & prendre.

Le candidat dispose d’une annexe Python en page 6.

Dans les questions faisant intervenir des instructions en langage Python, on prendra soin d’importer les biblio-
théques nécessaires lors de leur premiére utilisation.

Pour traiter les questions d’informatique, les candidats sont invités & se référer a I’annexe fournie en fin
de sujet. Ils ne sont pas limités a I'utilisation des seules fonctions mentionnées dans cette annexe.

Exercice 1

Soit n un entier naturel non nul.

Une urne contient n boules indiscernables au toucher et numérotées de 1 & n. On tire une boule au hasard
dans 'urne. Si cette boule tirée porte le numéro k, on place alors dans une seconde urne toutes les boules
suivantes : une boule numérotée 1 , deux boules numérotées 2 , et plus généralement pour tout j € [1,k], j
boules numérotées j, jusqu’a k boules numérotées k. Les boules de cette deuxiéme urne sont aussi indiscernables
au toucher. On effectue alors un tirage au hasard d’une boule dans cette seconde urne.

Et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée et on note Y la variable aléatoire
égale au numéro de la deuxiéme boule tirée.

1. Donner la loi de X.

2. Caleuler Y kP(X =k)et > K P(X =k).
k=1 k=1
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3. Déterminer Y (€2).
4. Soit k € [1,n].

(a) On suppose que I’événement [X = k| est réalisé.

Déterminer, en fonction de k, le nombre total de boules présentes dans la seconde urne.

b) Pour tout entier j de [1,n], exprimer P;x—; (Y = j) en fonction de k et j.
J [X=k] J
On distinguera les cas j < k ou j >k + 1.

5. (a) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel k£ non nul,

b e b
k(k+1) k k+1

b) Justifier que les événements ([ X = &k forment un systéme complet d’événements.
(0) q ke[ln] y p

(¢) En déduire que, pour tout élément j de Y (Q2),

6. Montrer que ZjIP’(Y =j)= .

j=1

Exercice 2

Dans tout ’exercice, la lettre n désigne un entier naturel.

1 " 1 1
On pose u, = / 5dx et on en particulier ug = / S dx
0 4—x 0 4—x

1. Calculer u;.

2. (a) Utiliser la définition de la suite (u,)nen pour établir 'encadrement suivant :

1
VneN, —  <up < ——
TEN I S S 3

(b) En déduire la convergence de la suite (u,),en ainsi que la valeur de lir+n Up-
n—-+0o0

(¢) La série de terme général u,, est-elle convergente ou divergente ? Pour quelle raison ?

3. (a) Etablir, grace a une intégration par partie, ’égalité suivante :

1 2 [t a2
Vn €N, u, = - d
e U = 3T n+1/0 4—z22"

(b) Montrer par encadrement que

(¢) En déduire que

lim 3nu, =1
n—-+oo

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur |0, +oo par :

[N

e

v E]O,+OO[, f(x) = ﬁ

On rappelle que 2 < e < 3.
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(a) Montrer que f est dérivable sur ]0,400] et que, pour tout réel = de |0, +oo] :

flz) = f(@).

(b) Dresser le tableau de variations de f et déterminer les limites suivantes lim f(z) et lim f(z).
z—0 T—+00

(¢) Tracer l'allure de la courbe représentative de f.

(d) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, ’équation f(x) = n, d’inconnue z dans |0, +o0],
posséde exactement deux solutions u,, et v,, avec :

O<uy, <1l<w,.

(a) Montrer que la suite (vy),,, est croissante.
) Montrer par 'absurde que la suite (vn)n>2 tend vers +oo quand n tend vers +oo.
(a) Montrer que la suite (uy),,-, est décroissante.
) En déduire que la suite (uy),,-, converge.
Dans les questions qui suivent, on note £ la limite de la suite (un)n>2.
(¢) Montrer par ’absurde que £ = 0.
(d) En déduire que nll}foo nu, = 1.
(a) Soient m un entier supérieur ou égal & 2 et € un réel strictement positif.

On cherche & déterminer une valeur approchée de u,, avec une marge d’erreur inférieure ou égale a e.
On rappelle pour cela le principe de ’algorithme de dichotomie.

¢ On initialise deux variables a et b en leur affectant respectivement les valeurs 0 et 1 .

e Tant que b — a > ¢, on répéte les opérations suivantes :
On considére le milieu ¢ du segment [a,b]. Par monotonie de f sur |0, 1], en distinguant les cas
f(e) < net f(c) > n, on peut déterminer si u,, appartient a l'intervalle [a, ¢] ou & intervalle [c, b].
Selon le cas, on met alors & jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle
approprié.

: a+b . :
e On renvoie finalement la valeur —5 qui constitue une valeur approchée de wu,, & € pres.

Recopier et compléter la fonction en langage Python suivante, prenant en entrée un entier n supérieur
ou égal & 2 et un réel strictement positif eps, et renvoyant une valeur approchée de u,, & eps prés en
appliquant ’algorithme décrit ci-dessus.

1 import numpy as np
2 def approx_u(n, eps):

a =20
4 b =1
while ----------

L c = (a+b)/2
7 if np.exp(c/2)/np.sqrt(c) < n:

11 return (a+b) /2

(b) Ecrire une fonction en langage Python, nommeée sp , prenant en entrée un entier N supérieur ou égal
N

a 2 et un réel strictement positif eps et renvoyant une valeur approchée de la somme Z Uy, A eps

n=2
pres.

On pourra faire appel a la fonction approx_u définie d la question précédente.
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Exercice 4

Partie 1

On considére la matrice A =

— == =
O~ = O
O = = O
_— O O

1. On considére les vecteurs suivants de My 1(R) :

-1 0 0 1
1 -1 1 0
U] = 0 ) u2 - 1 9 US - 1 9 'LL4 = O
1 0 0 1

On note B = (u1,us, ug, uq).
(a) Montrer que B est une base de My 1(R).
(b) Donner les coordonnées de Auy dans la base B

-1 0 0
(¢) On pose P = 711 } . Montrer que P inversible et déterminer P~1.
0

1
0
0
0 1

—_ O

2. (a) Calculer A% et A3, puis vérifier que A% = 442 — 4A.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, il existe deux réels a,, et b, tels que
A" = a, A% + b, A.
vérifiant, pour tout entier naturel n non nul, a,+1 = 4a, + b, et b1 = —4ay,.
3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
ant2 = 4ap41 — 4ay.

(b) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de a,, en fonction de n.
(¢) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression de b, en fonction de n.
4. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

2n—1 0 0 2n—1
(’I?, + 1)271—2 2n—1 2n—1 (n _ 1)2n—2

A" =
(’I’L + 1)27172 277,71 27171 (TL _ 1)27172
277,71 0 0 2n71
Partie 2
Soient p un entier naturel non nul et G un graphe non pondéré orienté & p sommets. On note sg,s1,...,5p—1

les sommets de G.
5. (a) Rappeler la définition de la matrice d’adjacence du graphe G.

(b) Soient n un entier naturel non nul, ¢ un entier de [1,p] et j un entier de [1, p].
Rappeler sans justification l'interprétation du coefficient situé a la ligne i et a la colonne j dans la
matrice M™, ou M est la matrice d’adjacence du graphe G.
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6. Dans cette question uniquement, on suppose que p = 4 et que la matrice d’adjacence du graphe G est la

matrice A = étudiée dans la partie 1.

e T
O~ = O

0
1
1
0

_ o O =

(a) Représenter les sommets et les arétes du graphe G sous forme d’un diagramme.
(b) Le graphe G est-il connexe 7 Justifier votre réponse.

(¢) Soit n un entier naturel non nul.
Déterminer le nombre de chemins de longueur n menant du sommet s3 au sommet sg.

7. Dans cette question et les suivantes, on revient au cas général décrit au début de la partie 2.

Soit s un sommet de G. On dit que le sommet ¢ est un voisin de s quand s # ¢ et (s,t) est une aréte du
graphe. Comme le graphe est orienté, si ¢ est un voisin de s, alors s n’est pas forcément un voisin de ¢.
On appelle liste d’adjacence du graphe G, une liste de p sous-listes telle que, pour tout entier k de [0, p—1],
la sous-liste située a la position k contient tous les numéros des sommets voisins de s.

Par exemple, la liste d’adjacence du graphe étudié & la question 6 est :

L= [[07 3]’ [07 1, 2]7 [O, 1, 2}, [Oa 3”
Ecrire une fonction en langage Python, nommée matrice_vers_liste, prenant en entrée la matrice
d’adjacence A d’un graphe G (définie sous forme de liste de listes) et renvoyant la liste d’adjacence de G.

8. On cherche & écrire une fonction en langage Python permettant d’obtenir la longueur du plus court chemin
menant d’un sommet de départ s; & chaque sommet du graphe G.
On souhaite pour cela appliquer un algorithme faisant intervenir les variables suivantes :

e Une liste distances & p éléments, ou I’élément situé a la position k sera égal, a la fin de ’algorithme,
a la longueur du plus court chemin menant du sommet de départ s; au sommet s.

e Une liste a_explorer contenant tous les sommets restant a traiter.
e Une liste marques contenant tous les sommets déja traités.

Nous donnons ci-dessous la description de 1’algorithme :
¢ Initialisation des trois listes décrites ci-dessus :

— Initialement, chaque élément de la liste distances est égal & p, & 'exception du sommet s;
auquel on affecte la distance O .

— La liste marques ne contient initialement que le numéro du sommet de départ s;,

— la liste a_explorer ne contient initialement que le numéro du sommet de départ s;.
e Tant que la liste a_explorer n’est pas vide, on répéte les opérations suivantes :

— Nommer s le premier sommet de la liste a_explorer, et le retirer de cette liste.

— Pour chaque voisin v du sommet s : si v n’est pas dans la liste marques, on l'ajoute a la
liste marques, on 'ajoute a la fin de la liste a_explorer, et on lui affecte une distance égale a
distances[s]+1.

(a) On considére le graphe orienté G étudié a la question 6.
Donner la valeur de la liste distances & l'issue de l'exécution de l’algorithme décrit ci-dessus,
lorsqu’on I'applique au graphe G en choisissant s; comme sommet de départ.

(b) Recopier et compléter la fonction suivante, prenant en entrée la liste d’adjacence L du graphe G et le
numéro 10 du sommet de départ s;, et renvoyant la liste distances aprés exécution de l’algorithme
décrit ci-dessus.
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1 def parcours(L, i0):

2 p = len(L)

3 distances = ----------
4 distances [i0] = O
a_explorer = ----------
6 marques = ----------

7 while ---------- .

10 for v in ----------
11 if v not in marques:
12 marques . append (v)

15 return distances

(¢) Modifier la fonction précédente pour qu’elle renvoie la liste de tous les sommets s pour lesquels il
existe un chemin menant du sommet de départ s; au sommet s.

Annexe - Fonctions Python utiles

Manipulation de listes

On suppose que L désigne une liste & n éléments.

)

L’opérateur de concaténation +, appliqué entre deux listes, renvoie la liste obtenue en plagant les éléments
de la seconde liste a la suite de ceux de la premiére liste.
Par exemple, [1,2,5]+[4,3] renvoie la liste [1,2,5,4,3].

L’opérateur *, appliqué entre une liste L et un entier n , renvoie la liste obtenue en concaténant n fois la
liste L avec elle-méme.
Par exemple, [1,4,2]*3 renvoie la liste [1,4,2,1,4,2,1,4,2].

La fonction len prend en argument d’entrée une liste et renvoie le nombre d’éléments dans cette liste.
La commande L.append(x) permet d’inclure ’élément x & la fin de la liste L.

Pour tout entier i entre 0 et n — 1, L[1] désigne I’élément d’indice i de la liste L (les indices commencent
a0).

Pour tout entier i entre 0 et n—1, la commande del L[i] retire de la liste L ’élément situé & la position 1.
Par exemple, & l'issue des instructions

L = [5,4,8,1]
del LI[1]

la liste L vaut [5,8,1].

La librairie numpy

Exemple d’importation : import numpy as np.

Les opérations +, -, *, /, **, lorsqu’elles sont possibles, peuvent étre réalisées entre deux tableaux Numpy
de dimensions compatibles et agissent alors coefficient par coefficient.

Les fonctions np.sqrt (racine carrée), np.abs (valeur absolue), np.log (logarithme népérien) et np.exp
(fonction exponentielle) s’appliquent & une quantité numérique ou a un tableau Numpy de nombres. Dans
ce dernier cas, les fonctions sont appliquées a chaque élément du tableau donné en argument d’entrée.
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