Lycée Hoche, ECG1A 2025-2026

| Correction du Concours Blanc n°1]

Exercice 1 D’aprés Ecricome 2023

1. Les boules sont numérotées de 1 & n donc | X () = [1,n]

Le tirage dans la premiére urne représente une situation d’équiprobabilité. De plus, chaque numéro

1
n’apparait qu’une fois. Ainsi, | pour tout k € [1,n], P(X = k) = —
n

2. Par linéarité de la somme, on a

- 11 1 nm+1) |[n+1
EP(X=K) =Y kx-==-Y k== _
SRR =) =D = S o M

k=1 k=1
et
- - 1 1< 1 D@2n+1 12n+1
ZkQIP’(X:k):Zlfxf:kaQ:—xn(n+ )6(7” ) _|(n+1)En+1)
n n n
k=1 k=1 k=1

3. Les boules de la deuxiéme urne peuvent étre numérotées de 1 & n en fonction du numéro de la premiére
boule. Ainsi, | Y(Q) = [1,n]

4. (a) On suppose que la premiére boule tirée porte le numéro k. Ainsi, la deuxiéme urne contient j boules
numérotées j pour tout j € [1,k]. Le nombre de boules dans la seconde urne est donc

Zk:'* k(k+1)
2. =T
Jj=1

(b) Soit (j, k) € [1,n]2

Cas 1: j <k. Si la premiére boule porte le numéro %k alors la seconde urne contient j boules

k(k + 1)

numeérotées j (car j < k) pour un total de ———= boules (question précédente). De plus, le
tirage dans cette urne représente une situation d’équiprobabilité donc
‘ J 2j
]P) _ Y = = =
=0V =9) = Z R T Wk D

Cas 2: j > k+ 1. Si la premiére boule porte le numéro k alors la seconde urne ne contient pas
de boule numeérotée j (car j > k) donc

Pix=iy(Y=5)=0

On en déduit :

2j o
. . ——— sl <k
V(]7k) € [[17nﬂ27 ]P)(X:k)(yz]) = k(k+1) J
0 sinon
5. (a) Pour tous a,b € R et k € N*,
a b ak+a bk (a+bk+a

FT Rl Bkt D) TREAL . R+

Donc par identification,

1 a b a+b = 0 b= -1
VheNt, - -2, b
SR NI k+k+1‘:’{ a« = 1 ‘:*{a — 1

11 vient

VEeN', —— —=__ _—_
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(b) La boule tirée dans la premiére urne porte un numéro unique compris entre 1 et n, ce qui justifie que
les événements ((X = k))pe[1,,) sont deux & deux incompatibles et que

Uix =
k=1

Ainsi, ‘les événements ((X = k))ieq1,n) forment un systéme complet d’événements.

(¢) Fixons j € [1,n].
D’aprés la formule des probabilités totales avec conditionnement (licite car avec la question 1, pour

tout k € [1,n], P(X =k) = 1 #0),ona:
n

P(Y =j) =Y P(X = k)Px—i) (Y = j)
k=1
En utilisant la question 4.b et la linéarité de la somme, on a

. n 1 . . n
POY =)= 25 kk—irl 72‘72

=j k=j

o

Puis avec la question 5.a et en remarquant une somme télescopique,

P(y__)_yz": 11 N _2/1 1N\ _2nt+l-j 2n+l-j)
_j_nk:j k' k+1) n\j n+1) n jn+1)  nn+1l)

Alinsi,

2(n+1-37)

vielhnl, P =3)=="r"7

6. Par linéarité de la somme et en utilisant la question précédente, on a

n ) ) n ) 2n+1_
;JP(YZJ):ZJXW

n(n—i—l)j:1
- 2 (Cixmen -
nin+1) :
j=1 =1
P 2 -
== j
n n(n—l—l);
_ 2 nhnh+l) 2 nn+1)2n+1)
n 2 n(n+1) 6
1 2n+1
=n —
3
. n+2
D IPY =)=

Exercice 2 D’aprés EDHEC 2024

1. On a, par linéarité de l'intégrale

1 1
B x 1 —2x _ 1 oot 1 7 1 4
uy 7/0 mdm = 2/0 4—x2dx7 3 [In(4 —z )]0 = 2(111(3) In(4)) = 5 In (3)
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2. (a) Fixons n € N. Pour tout z € [0,1], on a

0 < z? < 1 (1)

0o > —z2 > -1
4 > 4—z2 > 3
1 1 1
- /< = 2
4 — 4-—22 - 3 (2)
" z" z"
—_ < A/ < — 3
4 — 4-—22 — 3 (3)

(1) par croissance de la fonction carrée sur Ry
(2) par décroissance de la fonction inverse sur R’
(3) car 2™ > 0 puisque = > 0

On en déduit par croissance de l'intégrale :

1 n 1 n 1 . .n
/ idxg/ < deg/ i
0 4 0 4—x 0 3

d’ou par linéarité de linéarité :

Or,
1 nt+171
/ "dx = < _
0 n+1lf, n+1
Finalement,
VneN L <u, < !
n v S Un S Y
4(n+1) 3(n+1)
. 1 i 1 . . .
Ona lim — = = 0. D’aprés I'encadredement de la question précédente et

1 -
n—+oo 4(n + 1) n >t 3(n+1)

le théoréme des gendarmes, on en déduit que la suite | (uy,),en converge et lirf Uy =0
n—-+oo

1
. OnapourtoutnGN,OSmﬁun-

1
e Les séries — et u, sont & termes positifs.
2 A(n+1) D un P
n>0 n>0

e La série harmonique E — diverge donc par changement d’indice et par linéarité, la série
n
n>1

diverge.

1
nzZ% 4n+1)

D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, | la série E u, diverge.
n>0

Fixons n € N.

1
et x—
o ontl 4—a?
Ainsi, avec une intégration par parties :

/1 w1 amt 1 Y /1 sl 2\
Up, = ——dr = | = - x
" ) TR n+1l 4—-2a22], Jo n+1 (4 — 22)?

Par linéarité de 'intégrale, on obtient

L S 2 /1 z"t? p
Up = | —F X - — — T
" n+1" 3 n+1/, (4—22)2

Les fonctions z +— sont de classe C! sur [0, 1].
n
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D’ou
1 2 [t gnt?
Vn e N n = - d
e U e n+1/0 4—a22™
(b) Soit n € N. Pour tout x € [0,1], on a
0 < a2 < 1 (1)
0o > —? > -1
4 > 4 — g2 > 3
6 > (4-22)2 > 9 (1)
1 1 1
- < < = 2
16 — (d4—222 — 9 @
n+2 n+2 n+2
x < x < x 3)

16 = (4—a2) 9

(1) par croissance de la fonction carrée sur R
(2) par décroissance de la fonction inverse sur R’
(3) car "2 > 0 puisque x > 0

On en déduit par croissance de 'intégrale :

1, n+2 1 n+2 1 n+2
/ x dr < / xi”d:r < / ac dx
0 16 0 (4 — X ) 0 9

d’ou par linéarité de linéarité :

1 1 2 1 l_n+2 1 1 4o
— "Tedr < ——dr < — "Ted
16 01: m_/o (4_952)233_9/03: !

Or,
1 n+371 1
/ ey = | 2 =
0 n+3], n+3
Finalement,
L gnt2 1
Vn €N, < dx <
" 16(n+3)—/0 4—222"" = 9(n+3)
1 1

On a lim i = 0. D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que

—— = lim ———
n—+o0 16(n +3) n—toc 9(n+ 3)

1 1.n+2
N A P R

(¢) Pour tout n € N*, en utilisant la question 3.a,

n 6n Loognt2 1 1 Lo gnt2
3 = — dr = —6 X X ——d
i n+1/0 (4—x2)2x 1+1 1+1 /O (4—3:2)25C
1 xn+2
Or, par la question précédente, nEr-&)iloo A mdm =0.
De pl érati les limi li — =1
e plus, par opération sur les limites, n_l)rfoo I %

Ainsi, par produit et somme :
3nu, —— 1—-6x1x0=1
n—-+oo

D’ou| lim 3nu, =1
n—-+o0o
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Exercice 3 Ecricome 2023

1. (a) La fonction racine carrée est strictement positive et dérivable sur R* . La fonction exponentielle est

dérivable sur R.
Ainsi, par quotient, f est bien définie et ‘dérivable sur R}

et pour tout x € R,

1 2 1 2 1
f/(ZC): Eex/ f_mex/ — ﬁ_ﬁem/Zz Iiliez/Z
(V)2 2x 2r J/x

II vient :

vreRy, [(@) =" f()

La fonction f est strictement positive sur R* en tant que quotient de fonctions qui le sont aussi. De
plus, pour tout x € R%, 2z > 0 donc f’(z) est du signe de x — 1. Ainsi, pour tout = € R¥,

r—1>20 <= z>1

avec égalité si, et seulement si x = 1.
Avant de dresser le tableau de variations, étudions les limites de f au bord du domaine de définition.
En 0 : Par continuité des fonctions exponentielle et racine carrée sur leur domaine de définition,

z/2 0_ + ; ; _
et —>e 1let — 0" donc par quotient, }:ILI%) f(z) =400

En 400 : Par le théoréme des croissances comparées, | lim f(x) = +oo
—— Tr—+00

On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 1 +00

['(x) - 0 +
+00 +00

f ™ 2 —

11
Cr

10

9
8

7
6
5
4
3
2
1
0 1 2 3 4 (] 6 7
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(d)

(b)

(¢)

(d)

La fonction f est continue sur R* car elle est y dérivable (question 1.a).
En appliquant le théoréme de la bijection monotone sur les intervalles ]0,1] et |1,4o00[ ou f est
strictement monotone, on en déduit que f induit une bijection

o de ]0,1] sur [£(1), lim f(x)[ = ["/2, +oo]

e de J1,+oo] sur [f(1), lim f(z)] = Je/2, oo
Tr—+00
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
D’aprés ’énoncé, 2 < e < 3 < 4 donc par stricte croissance de la racine carrée sur R, /e < /4,
cest-a-dire, e/? < 2.
Ainsi, n €]e!/?, 400 donc d’aprés les bijections induites par f, il existe u, €]0, 1] et v, €]1, +o0[ tels
que f(u,)=1et f(v,) = 1. Par conséquent :

‘l’équation f(x) = n posséde exactement deux solutions u,, et v, avec 0 < u, < 1 < v,. ‘

Soit n € N>o. Alors, par définition de vy,
f(ng1) = flon) =n+1-n=12>0

Donc
f('Un-H) 2 f(vn)

Or, d’aprés la question précédente, v, > 1 et v,41 > 1 donc par stricte croissance de f sur [1,+o0],

Un+1 2 Un

Alinsi, ‘la suite (Un)nzg est croissante.

La suite (vy,)n>2 est croissante donc d’apres le théoréme de convergence monotone, elle tend vers une
limite finie ou elle tend vers +oo.

Supposons par "absurde qu’elle converge, disons vers £.

Avec le question 1.d, pour tout n € N>o, v, > 1 donc par préservation des inégalités larges par
passage a la limite, on a ¢ > 1.

Or, v, P ¢ donc par continuité de la fonction f sur RY (£ € R%), f(vn) P f().

C’est absurde car f(v,) =n —— +o0.
n—-+oo

Par conséquent,

la suite (vy,)n>2 tend vers +o0o quand n tend vers +oo. ‘

Soit n € N>o. Alors, par définition de wuy,,
fper) — flup)=n+1-n=1>0
Donc

J(ung1) > f(un)

Or, d’aprés la question précédente, 0 < u,, < 1 et 0 < u,41 < 1 donc par stricte croissance de f
sur 10, 1[,
Un+1 S Un

Ainsi, ‘la suite (up)n>2 est décroissante. ‘

La suite (up)n>2 est croissante et majorée par 1 donc d’apreés le théoréme de convergence monotone,

elle converge.

Pour tout n € N>g, on a u, > 0 donc par préservation des inégalités larges par passage & la
limite, £ > 0.
Supposons par ’absurde que ¢ # 0 donc ¢ > 0.

Or, u, e ¢ donc par continuité de la fonction f sur RY (€ € RY), f(un) e f@0).

C’est absurde car f(u,) =n — +00.

n—-+o0o
Par conséquent,

On a pour tout n € N>o,

13
m‘;

@

n=f(u,) =

B
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donc
Un
Ny Uy, = €72

puis
n2u, = e

2025-2026

Or, par la question précédente, u,, ——— 0 donc par continuité de la fonction exponentielle,

n—-+o0o

evn ——— 9 =1. Nl vient | lim n2u, =1
n——+oo n——+oo

4. (a) La fonction f est décroissante sur 0, 1] !

1 import numpy as np

2 def approx_u(n, eps):
3 a =20

4 b =1

while b-a > eps:
c = (a+b)/2
if np.exp(c/2)/np.sqrt(c) < n:

8 b = ¢
: else:

10 a = c
11 return (a+b) /2

N

(b) Pour obtenir une approximation de la somme Zun A e prés, il suffit d’avoir approximation des

n=2

termes u,, a Ne 5 prés et donc, quitte & étre plus précis, a % pres.
1 import numpy as np
2 def sp(N, eps):
3 s = 0
4 for n in range(2,N+1):
s = s + approx_u(n,eps/N)
return s

Exercice 4 D’aprés Ecricome 2023

Partie 1

1. (a) Montrons que la famille B est libre.

Soit (A1, A2, A3, Ag) € R Supposons que Ajui + Aaus + Azuz + Agug = 0. On obtient le systéme :
24

A1+ A =0
A= X+ A = 0 —
)\2 + )\3 = 0 Ll — Ll +L4
)\1 + )\4 =0 L2 «— L2 + L3
—

Ceci montre que la famille B est libre.

A

A1

Ay
A3
A2
A

o O oo

T
A2+ A3

A4

OO OO

De plus, cette famille est constituée de 4 vecteurs et dim(My 1 (R)) =4 donc‘ B est une base de My 1(R). ‘

(b) Par calcul direct,

AU4: —|—2

N = = DN
O~ = O
_ o o =

Les coordonnées de Auy dans la base B sont donc (0,0, 1,2). ‘

= Uus —|— 2U4




Lycée Hoche, ECG1A

1 x1
(¢) Soit Y = 21 ¢ My 1(R). Pour tout X = 2
Ys T3
Ya Ty
AX =Y — S
r +
= B
Lo+ Lo+ L4
Ly Ly+ Ly
—rp +
— B
L3 <+ L3+ Lo

Ce systéme est échelonné avec des coefficients diagonaux non nuls donc il

2025-2026
S M471(R), on a
Ty = U1
T2 + T3 = Y2
T2 + T3 = Y3
Ty = Ya
Ty = U1
T2 + T3 + x4 = Y1+Ye
r9 + X3 = Y3
2vry = Y1+
Ty = WY1
rTo + x3 + T4 = Y1ty
223 + w4 = y1+y2+ys3
224 = Y1+

est de Cramer. Ainsi, P

est inversible. Terminons la résolution du systéme afin de déterminer P!,

-1 + Ta = Y1
AX =Y — - r + X3 + T4 = Y1ty
Ly+ L4 23 + w4 = Y1 +y2 +us
T4 = Y1+ 5Ya
—x1 + = %yl - %94
- x2 + x3 + = %yl + Y2 — %y4
— 1 _1
L3<¥L37L4 2%3 + - 2y1+y2+y3 2Y4
Lo+ Ly — 1Ly Ty = %yl + %y4
L1 — L1 — L4
—z + = Iyi— 3w
- T2 + x3 + = SUi+Y2— W
1 = 1 1 1. _1
L3<_§L3 r3 + - 4y1+2y2+2y3 194
Ty = %y1 + %y4
T = *%1}1 + %y4
- _1 _ 1 1 1
T2 Y1 3Y2 + 2Ys3 + 194
- - 1 1 ly. — 1
L1 — —L1 T3 43/1 + 21/2 + 2y3 4y4
Ly« —Lo+ L3 Ty = sy + $Ya
—1/2 0 0 1/2
| -1/4 —-1/2 1/2 1/4
En posant B = 1/4 12 1/2 —1/4 , on a
/2 0 0 1/2
VX e Ms1(R), AX=Y <= X =BY
-1/2 0 0 1/2
. . . . _ -1/4 -1/2 1/2 1/4
1_p_
Ceci est vrai pour tout Y € My 1 (R) donc| P est inversible et P~' = B = 1/4 12 1/2 —1/4
/2 0 0 1/2
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2.

(a) Par calcul direct,

2 0 0 2 4 0 0 4

9 13 2 21 3 42 18 4 4 4

A*=Ax A= 3 9 92 1 et A=A x A= 8 4 4 4

2 0 0 2 4 0 0 4

De plus,

2 0 0 2 1 0 0 1 8 0 0 8 4 0 0 4 4 0 0 4
2 44 3 2 2 1 1110 _ (12 8 8 4| (4 4 4 0| _|8 4 4 4
4A4A*4322141110712884 4 4 4 0| |8 4 4 4
2 0 0 2 1 0 0 1 0 0 8 4 0 0 4 4 0 0 4

Donc | A® = 44% — 44|

Montrons par récurrence :
Vn € N*, H(n) : " Il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a, A2 +b,A"

o Initialisation : On a A' = A =0-A42+1- A donc les réels a; = 0 et by = 1 conviennent
Ce qui montre H(1).

e Heérédité : Soit n € N*. Supposons H(n) et montrons H(n + 1).

D’aprés H(n), on dispose de a, € R et b, € R tel que A" = a,, A2 + b, A.

Alors, en utilisant la question précédente,

AP = A" X A = (an A2+ by A) X A = an A%+ by A2 = 4, (4A2 — 4A) + by A2 = (day + by) A2 — da, A

En posant a, 1 = 4a, + b, et b,.1 = —4a,, on obtient A" =a, 1A% + b, 1 A.
Ce qui montre H(n + 1) et achéve I’hérédité.
e Conclusion : On a montré par récurrence que :

‘pour tout n € N*, il existe deux réels a,, et b, tels que A™ = a, A% + b, A.

De plus, avec ’hérédité, on a aussi montré que | pour tout n € N*, a, 41 = 4a, + b, et b1 = —4a,.

Soit n € N*. Alors avec la question précédente,

’ Un+2 = 4an+1 + bn+1 = 4an+1 —4a,

Avec la question précédente, la suite (a,)nen+ est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2 de
polynéme caractéristique X2 — 4X + 4.
Or, X? —4X +4 = (X — 2)% donc ce polynéme admet une racine double : 2.
Par conséquent, on dispose de (\, i) € R? tel que pour tout n € N*,
an = (A + pun)2"

Or, A'=0-A%24+1-Aet A2=1-A24+0-Adonca; =0 et ay = 1. On en déduit le systéme suivant :

0 = 2\ + 2u 0 = 2\ + 2u A -1
{1 — AN+ 8u Lecrrlen {1 = w4 1
Par conséquent,
1 1
VngN*, an<4+4n> 2’”:(7171)2“72

Avec la question 2.b et la question précédente, on a by = 1 et pour tout n € N*,
bn+1 = —4CLTL = —(’I’L — 1)2”

Ainsi, pour tout n € N>o,
b = —(n —2)271 = (2 — )21

Cette formule est aussi vraie pour n = 1 donc

Vn e N*, b, =(2—-n)2""!




Lycée Hoche, ECG1A 2025-2026

4. Soit n € N*. Alors, avec la question 2.b, on a

2a, + by, 0 0 2a, + by,
n 9 | 3an+b, 2an,+0b, 2a,+b, an,
AT =an A"+ bn A = 3a, +b, 2a,+b, 2a,+b, G

En utilisant les questions 3.b et 3.c, on a

2, + b, =2(n—1)2" 2+ (2—n)2" = (n—-1)2""1+(2-n)2"t =271
3an, +b, =3(n—1)2"" 2+ (2-n)2" 1 =3(n—1)2""%4+2(2—-n)2" 2 = (n+1)2" 2

Alinsi,
2n-1 0 0 271
. " (n + 1)271—2 2n—1 2n—1 (n _ 1)271,—2
Vn eN ) A" = (n + 1)2n—2 277,—1 211—1 (ﬂ _ 1)271—2
277,71 0 0 277,71
Partie 2

5. (a) On note A I'ensemble des arétes du graphe G.
La matrice d’adjacence de G est la matrice M = (m; ;)1<ij<p € Mp(R) donnée par :

. 1si(si—1,8-1) €A
V(Zm?) € Hlap]]2>mi7j - {0 SiIlOI’Ll J

(b) Pour tout (i, ;) € [1,p]?, le coefficient d’indice (i, j) de la matrice M™ est le nombre de chemins de
longueur n de G de s;_; vers s;_;.

6. (a)

(b) La matrice d’adjacence du graphe G est A. D’aprés la question 4, pour tout n € N*, le coefficient
d’indice (1,2) de A™ est nul (aussi vrai pour n = 0).

Ainsi, il n’existe pas de chemin allant de sy & s1. ‘Le graphe G n’est pas connexe. ‘

(¢) D’apres la question 5.b, ce nombre correspond au coefficient d’indice (4,1) de la matrice A™.
En utilisant la question 4, on obtient que

‘le nombre de chemins de longueur 7 allant du sommet s3 au sommet so est égal a 2771,

10
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import numpy as np
def matrice_vers_liste (A)

p = len(A)
L =[]
for i in range (p)
v=1
for j in range (p)
if A[i1[j] == 1

V.append (j)
L.append (V)
return (L)

(a) En sortie d’algorithme, on obtient |distances = [1,0,1,2]

(b)

1 def parcours (L, i0):

2 p = len(L)

distances = [pl*p

4 distances [i0] = 0
a_explorer = [i0]

6 marques = [i0]

while len(a_explorer) > O
8 s = a_explorer [0]

del a_explorer [0]

10 for v in L[s]

11 if v not in marques:

12 marques . append (v)

13 a_explorer.append(v)

14 distances[v] = distances[s] + 1
15 return distances

(¢) A la fin de I’algorithme, il faut renvoyer la liste des sommets qui ont une distance au sommet s
strictement inférieure & p.

1 def parcours (L, i0):

2 p = len(L)

3 distances = [pl#*p

4 distances [i0] = 0

a_explorer = [i0]

6 marques = [i0]

7 while len(a_explorer) > 0

8 s = a_explorer [0]

del a_explorer [0]

10 for v in L[s]

11 if v not in marques:

12 marques . append (v)

13 a_explorer.append(v)

14 distances[v] = distances[s] + 1
15 R = [i for i in range(p) if distances[i]!=pl]
16 return R

11



