Lycée Hoche, ECG1A 2026-2027

| Correction du DS n°1|

Exercice 1

1. (a) La négation de la proposition donnée est |3z € RY ,Vy € R,z € R,z > y et e* < . ‘

(b) Montrons que P est vraie.
Soit x € RY.. Posons y = In(x). Soit z € R. Supposons que z > y. Ainsi, z > In(x). Puis, par stricte
croissance de la fonction exponentielle sur R, e* > x
On a bien trouvé un réel y tel que : Vz e R,z >y = €* > . ‘ Ceci démontre P. ‘

2. Soit n € Z. Raisonnons par disjonction de cas.

Cas 1 : n est pair
On dispose alors de k € Z tel que n = 2k. Par conséquent,

n(3n + 1) = 2k(3 x 2k + 1) = 2k(6k + 1) = 2(6k* + k)
Par opération sur les entiers, 6k? + k € Z donc n(3n + 1) est pair.

Cas 2 : n est impair
On dispose alors de k € Z tel que n = 2k + 1. Par conséquent,

n(3n+1) = (2k+1)(3 x (2k + 1) + 1) = (2k + 1)(6k + 4) = 2(2k + 1)(3k + 2)

Par opération sur les entiers, (2k + 1)(3k 4+ 2) € Z donc n(3n + 1) est pair.

Dans tous les cas, n(3n + 1) est pair. On a montré :

‘Pour tout n € N, n(3n + 1) est pair. ‘

3. La fonction f = In est deux fois dérivable sur R* et pour tout x € R,

1

x2

flay== et f'() =

Comme la carré d’un réel est positif, on obtient que pour tout z € R%, f”(z) < 0.
Par conséquent, la fonction In est concave sur R et alors, pour tout X € R%

F(X) <X =1)+ f(1)

c’est-a-dire
In(X)<X-1

1
car f'(1) = 1= Let f(1) =In(1) = 0. Pour tout x > —1, on a 1+ 2 € R’ et donc

In(l1+z)<l+z-1

d’ou

‘Vx>—1, 1n(1+x)§ac‘

Variante : étude de fonction classique.

4. Soit f une fonction & valeur réelle. Notons D son domaine de définition. On dit que f est paire si D est
symétrique par rapport a 0, et si :

Ve eD, f(-z)=f(z)

5. Supposons que f est croissante et négative sur R et que g est décroissante et positive sur R.
Soit (x,y) € R2. Supposons que x < y. Par croissance et négativité de f sur R, on a

flx) < fly) <0

c’est-a-dire

—f(z) =2 =f(y) 20
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Par décroissance et positivité de g, on a

Par produit d’inégalités positives,
—f(@)g(z) = —f(y)g(y)
D’ou
fla)g(x) < f(y)g(y)

Ce qui montre que |la fonction f X g est croissante sur R. ‘

6. Pour tout z € R, on appelle partie entiére de x, et on note |z |, 'unique entier relatif n tel quen < z < n+1
(on admet que cet entier existe et est unique).

3 o—<
2 ——
1 *— (

3 2 1 0 g 2 3 4

o—
o—(C 2
o—( 3
7. Cette inéquation est clairement définie sur R.
Pour tout x € R, |z] € Z donc
3
—ingJ<7r — 1< |z2]<3 = —-1<z<4

‘ L’ensemble des solutions de cette inéquation est [—1,4]. ‘

8. On sait que 0 < 4 < 10. Par croissance stricte de la fonction racine carrée sur R, on obtient 2 < /10.
Donc v10 — 2 € R,.. Par croissance stricte de la fonction carré sur Ry :

VID-2<V3 <= (V102 < V3
— 10-4V10+4< 3
— 11 < 4/10

<= 11% < (4V/10)? (encore par croissance stricte de la fonction carré sur R )
<~ 121 <160

La derniére inégalité est vraie, donc par équivalence : | /10 — 2 < /3.

9. Raisonnons par contraposée.

1
Supponsons que pour tout k € [1,n], ax < —. Alors, en sommant ces inégalités, on trouve :
n

ar+...+a, <1

On a donc montré :

1
a+...+a,>1 = Fke[l,n], ar >
n

10.

P=1

for k in range(1,2027):
P=P*(1+k+k**2)

print (P)
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11.

12.

13.

L’équation % + 2 = 0 est clairement définie sur R. Soit 2 € R. Alors, 2% +2 =0 <= 2% = —2.
Or, z* = (22)? est positif car c’est un carré. Donc 2 # —2. Autrement dit,

‘L’équation z* + 2 = 0 d’inconnue réelle x n’a pas de solution.

2

2) < 0. Déterminons le domaine de définition de (I).
-z

1
Notons (I) I'inéquation donnée par In (1 +

Pour tout = € R,

1 2 1 2 1 2
In T est bien défini si, et seulement si, e est bien défini et e >0
1— 22 1— a2 1—a?
1 2
si, et seulement si, 1 — 2% #0 et R >0
1— a2
Or pour tout z € R,
1-2"=0 <= 2°=1 <= r=1louxz=—1
2
Et pour tout z € R\ {—1,1}, 1 + 2% > 1 > 0 (car le carré d’un réel est positif) donc le signe de T $2
-z

est celui de 1 — 22 = (1 — x)(1 + z). On obtient le tableau de signe suivant :

T —00 -1 1 +0o0
1—=x + + -
1+ - + +
1—22 - + -

Par conséquent, pour tout z € R\ {—1,1}

1+ 22
1— 22

>0 <= z€]—-1,1].

En conclusion, I'inéquation (I) est définie sur D =] — 1, 1].

Résolvons (I). Soit x € D.
Par croissance stricte de ’exponentielle sur R :

1 2 1 2
m( JrCE><O<:;> T g

1— 22 1— 22
Ainsi :
1 2
x est solution de (I) <= i<1
1— 22
1+ 22
<= —-1<0
1— 22
1422 —(1— 22
= T ( x)<0
1— 22
— 2 _y
1— 22

Or, 222 > 0 (car tout carré est positif) et 1 — 2% > 0 (car z €] — 1,1[). Ainsi, la derniére assertion est
fausse. Par équivalence, = n’est pas solution de (I).

En conclusion, ‘ (I) n’admet aucune solution. ‘

L’équation (E) : e2® — e® — 1 = 0 est définie sur R, car I'’exponentielle est définie sur R.

Soit = un réel. Alors, €2* —e* —1=0 <= (e%)2 —e® —1=0.
Alinsi,
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14.

15.

x est solution de (E) si, et seulement si, e* est racine du polynome X2 — X — 1

Or, X? — X — 1 est un polynéme du second degré, de discriminant 5 > 0 donc admet deux racines :

1-5 1++5
T = 5 et To = 5

Ainsi,
x est solution de (E) si, et seulement si, e* = 1 ou e* = x4
Or, 27 < 0 (car v/5 > 1) et 25 > 0. Donc e® # 2; (I’exponentielle est & valeurs positives), donc

x est solution de (E) si, et seulement si, e* = x5 si, et seulement si, z = In(z2)

14++5
5 |-

L’unique solution de (E) est In (

Pour tout t € R,

1

m est bien défini si, et seulement si, +/t+ 1 est bien définiet vt+1—¢t+1+#0

si, et seulement si, t+1>0ett+1—-t+1#0
si, et seulement si, t> —lett+1—t+1#0
Soit t > —1. On a:

Vit+1l—t+1=0 < Vt+1=t—-1.

Casl:t<1
Alors t—1 < 0. Or, v/t + 1 > 0 par positivé de la racine carrée. Donc, par transitivité v/t + 1 # t—1.
Ainsi, dans ce cas, f est bien définie en ¢.

Cas2:t>1
Alors t —1 >0 et v/t + 1 > 0. Par stricte croissance de la fonction carré sur R,

Vitl=t-1 <= t+1 = (t—-1)? <= t+1 =t*-2+1 <= *-3t =0 < (t-3)=0 < t=3

(car t > 1 donc ¢ # 0).
Ainsi, dans ce cas, f est définie en ¢ si, et seulement si, ¢ # 3.

Finalement, ‘ f est définie sur [—1, 3[U]3, +o0]. ‘

Soit z € R. Alors :

|22 =22 +2| <3 <= -3<2’-2r+2<3
— 22 —-204+5>0et2?—-22—-1<0

Considérons les polynémes donnée par P(X) = X2 —-2X +5 et Q(X) = X? —2X —1. P est un polynoéme
du second degré, de discriminant —16 < 0 donc ne s’annule pas et est de signe constant sur R. Son
coefficient dominant étant positif, P est strictement positif sur R. Donc P(x) > 0.

Q@ est un polynome du second degré, de discriminant 8 > 0 donc ) admet deux racines :

9 _
T = 2\/§=1—\/§etx2:1+\/§.

Le coefficient dominant de @) étant positif, () est négatif entre ses racines, donc :
Qz) <0 «— z €]l —V2,14+ V2.
Finalement, pour tout réel z :

|22 —22+2| <3 < P(z)>0et Qz) <0 < z €]l —v2,1+V2].

L’ensemble des solutions de |22 — 22 4 2| < 3 est |1 — /2,1 +/2].
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16. Pour tout ¢t € R, 'expression In(¢) est bien définie si et seulement si ¢ > 0.
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Dans ce cas, la puissance généralisée (1 —|—t)1n(t) est bien définie si et seulement si 1+t > 0, ce qui est vrai

(car t > 0).

Alinsi, ‘ f admet pour domaine de définition R

vVt € RY,

et :

F(t) = exp (In(1 + £) In(t))

Alors, g : t — In(1 + t) In(¢) étant dérivable sur son domaine de définition, comme produit de fonctions

qui le sont, ‘ la fonction f est dérivable sur son domaine de définition ‘ comme composée des fonctions g et

exp : t — et, dérivables sur leur domaine de définition.

Pour tout ¢ € Rj_ :

et on a donc:

g'(t)

f'(t) = (exp o g)'(t) = g'(t) x exp(g(t)) =

_In(t)

In(1+¢) _ tIn(t) + (14+¢)In(1 +1)

14t

t

t1+¢t)

In(t'(1+¢

Finalement,

Vvt € R%,

f(t) =

In(t (1 +t)1+?)

t

(1 + t)ln(t)fl

Exercice 2

A: Onaa=1xadonc d|a. ‘Ce qui montre la proposition A.

B : Supposons que a|b et que blc. On dispose donc de k € Z et £ € Z tels que

Alors

Par opération sur les entiers, ¢k € Z donc alc. ‘ Ce qui montre la proposition B.

C : Supposons que a|b et que alc. On dispose donc de k € Z et £ € Z tels que

Alors, pour tout (n,m) € Z2,

Par opération sur les entiers, nk + mf € Z donc al(nb + mc). ’ Ce qui montre la proposition C.

D : Supposons que alb et que ¢|d. On dispose donc de k € Z et £ € Z tels que

Alors

Par opération sur les entiers, k¢ € Z donc acl|bd. ‘ Ce qui montre la proposition D.

Exercice 3

b=ka et

c=/tb="Vlka

c=10b

b=kFka et

nb + mec = nka + mla = (nk + mf)a

b=ka

bd = ka x lc = klac

c=Yta

et d=/c
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1. (a) On a:

FE=FN+F=1+0=1
FB=FK+F=1+1=2
Fy=F+F=2+1=3
Fs=F,+F;=3+2=5
Fo=Fs+F,=5+3=8
F,=Fs+F=8+5=13
Fo—Fy+ Fg—134+8=21

(b) Montrons par récurrence double :

VYneN, H(n):”F,eN”

e Initialisation : On a Fy =0et F; =1 donc Fy € Net F; € N.
Ceci montre H(0) et H(1), d’ou l'initialisation.
e Heérédité : Soit n € N. Supposons que H(n) et H(n + 1) sont vraies et montrons H(n + 2).
Par définition de F', on a
Fn+2 :Fn+1+Fn
Or, d’aprés H(n) et H(n + 1),
Fn eN et Fn+1 e N

Par somme, F, 1 + F,, € N donc F, 2 € N. Ce qui montre H(n + 2) et achéve ’hérédité.
e Conclusion : On a montré par récurrence ’Vn eN, F,e€ N‘

(¢) Montrons par récurrence :
YneN*, Pn):”F,>0"

e Initialisation : On a F; = 1 donc F; >0
Ceci montre P(0), d’ou 'initialisation.
e Heérédité : Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).

Par définition de F', on a
F71,+1 :Fn+Fn—1

D’apreés la question précédente, F,,_1 € N donc F,,_1; > 0 et alors
Fn+1 Z Fn

Or, d’aprés P(n), F,, > 0 donc par transitivité F, o > 0.
Ce qui montre P(n + 1) et achéve I’hérédité.

e Conclusion : On a montré par récurrence |Vn € N*, F,, >0

(d) Soit n € N>q. Par définition de la suite F', on a
Fn+1 :Fn""anl
Orn > 2 doncn — 1> 1. Ainsi, d’aprés la question précédente, F,,_1 > 0. Par conséquent,

Fn+1>Fn

On a montré que ‘la suite (F},)nen est strictement croissante & partir du rang 2.

2. On a
FRFy—F?=1x0-1>=-1
P, —F}=2x1-12=1
FyFy —F}=3x1-2"=-1
FsFy —F} =5x2-3>=1
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On peut émettre la conjecture suivante :
VneN*, F,F, - F>=(-1"

Démontrons-la. Pour cela, posons pour tout n € N*, u,, = F, 1 F,—1 — Fg
Montrons que la suite (uy,)nen+ est géométrique de raison —1.
Soit n € N*. Par définition de F', on a

Foio=F,1+F, e F,1=F+F,_;
Donc,
U1 =FpioF, — F72L+1
= (Fn+1+Fn)Fn_ (Fn+Fn71)2
=F, . F,+F?—-F?_-2F,F, - F> |
= n+1Fn —2F,Fh 1 — stl
= (Fy+ Fy_1)F, —2F,F,_, — F?_,
=F?+F, F, - 2F,F, - F?_,
=F?-F, F, - F? |
=F?— (Fy_1 + F)F,_,
:FT% _FnJranfl

un+1 = —Up

Ceci étant vrai pour tout n € N*| on obtient que la suite (u,)nen+ est géométrique de raison —1. Ainsi,
Vn e N, w, =up x (—1)"*
Or, u; = FyFy — F? = —1. 1l vient
Yn e N*, wu, =—1x(=1)""t=(-1)"

On a montré

(V0 €N, FpnF,, - F2=(-1)"

Variante : récurrence simple

3. Soit n € N. Par définition de F', on a
Vk‘E[[O,’I’LH, FkZFk+2—Fk_1

En sommant ces égalités, on obtient

n n
ZFk = ZFk-‘r? — P
k=0 k=0

Par télescopage,
n
> Fr=Fnp—F=Fup—1
k=0
On a montré

VneN, Y Fr=F,2—1
k=0

Variante : récurrence simple (et pas forte)

Exercice 4

1. Par stricte croissance de la fonction In sur R7,

a® < b = In(a’) <In(b*) <= bln(a) < aln(b)
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2. On a

In(b) In(a) In(b) In(a)
aln(b) —bln(a) = ab A ab =ab ( - )

3. (a) Pour tout z € R,

est bien défini si, et seulement si, x>0 et x #0

In(x)
x
si, et seulement si, x>0

Donc le domaine de définition de f est R .
La fonction f est dérivable sur son domaine de définition en tant que quotient de fonctions qui le
sont. De plus, pour tout z € R},

L xz—In(z)x1 _ 1—In(x)
2 - 2

flz) =

T T

Un carré étant toujours positif, on a pour tout x € RY,, 22 > 0 et donc f’(z) est du signe de 1 —In(x).
Or, par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R,

VeeRL, 1-In(z)>0 < 1>In(z) <= e>x

VeeR:, 1-In(z)=0 <= 1=In(z) < e==x

On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 e +00
f'(@) + 0 -
1
(&

1

4. D’aprés les questions 1 et 2, on a

a® < b* < bln(a) < aln(b) < aln(b) —bln(a) >0 < ab < -

Comme a > 0 et b > 0, on en déduit

e e MO0 ) > )

et de facon similaire
a* =b" = f(b) = f(a)

Par conséquent,
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si 0 < a <b<e, par croissance de f sur |0,e], f(a) < f(b). Par équivalence, on a a® < b°.
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si e < a < b, par décroissance de f sur [e, +ool, f(a) > f(b). Par équivalence, on a a® > b%.

5. On a l'inégalité e < e < 7 donc d’aprés la question précédente

Exercice 5

1.

(a) En utilisant la relation précédente avec x = 0 et y = 0 (possible car 0 € Q), on obtient

()

f(0+0) = f(0)+ £(0)

donc

d’ou

Fixons x € Q. Montrons par récurrence :

vneN, H(n):” f(nz) =nf(x)”

e Initialisation : On a f(0 x ) = f(0) =0et 0 x f(x) =0 donc f(0 x ) =0 x f(x)
Ceci montre H(0), d’ou l'initialisation.
e Heérédité : Soit n € N. Supposons que H(n) est vraie et montrons H(n + 1).

D’aprés ’hypothése vérifiée par f, on a

f((n+1D)z) = f(nx +z) = f(nz) + f()

Or, d’aprés H(n),
f(nx) =nf(z)
donc

f((n+Dz) =nf(x) + f(z) = (n+1)f(z)
Ce qui montre H(n + 1) et achéve ’hérédité.

e Conclusion : On a montré par récurrence ’Vn eN, f(nz)=nf(x) ‘

Soit m € Z. Raisonnons par disjonction de cas.

Cas1l:meN,
En utilisant la question précédente avec x = 1, on a

f(m) =mf(1)

Cas2:meZ*.
Alors —m € N. En utilisant la relation vérifiée par f, on obtient

fm+(=m)) = f(m) + f(=m)
c’est-a-dire,
f(0) = f(m) + f(=m)
et grace a la question 1.a,
0= f(z)+ f(-x)
d’ou
f(m) = —f(=m)

Or, —m € N donc en utilisant le cas précédent,

f(m) = =(=mf(1)) = mf(1)
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En résumé, on a démontré que

’Vm €Z, f(m) :mf(l)‘

(d) Soit z € Q. On dispose donc de (p,q) € Z x N* tel que x = b Ainsi, gz = p € Z.
q
D’une part, d’aprés la question 1.0 (¢ € N),

flgz) = qf (x)

D’autre part, avec la question précédente,

flgz) = f(p) =pf(1) = ap

Par conséquent,

11 vient :

D’ou

‘Ver, f(m)zax‘

2. Soit a € R. Considérons f, la fonction définies sur Q par :
Ve eQ, folz)=ax

On a pour tout (x,y) € Q2,
flz+y) =alz+y) =ar+ay = f(x) + f(y)

Par conséquent,

‘Les fonctions linéaires sur Q sont solutions du probléme. ‘

3. On a montré par analyse-synthése que les fonctions, définies sur Q et & valeurs dans R, telles que

V(z,y) €Q®  flz+y)=f(=)+ f(y)

sont, exactement les fonctions linéaires sur Q.

Exercice 6

1. Par I'absurde, si f s’annulait en un point o € R%, on aurait f(:co)f(%) = 1 donc 0 = 1, ce qui est

absurde. Ainsi ‘ J ne s’annule pas sur R . ‘

De plus, f(1)f(7) =1 donne f(1)? =1, ce qui démontre ‘ f(1) e {1, 1}‘

2. La fonction f ne s’annule pas sur R (d’apres 1.), donc grace a l’égalité vérifiée par f, on a

Ve e Ry, f(z)= (%)

e Montrons que f est de signe constant sur RY.

La fonction f est de signe constant sur [1,4+o0o[. En particulier, f est du signe de f(1) sur [1,+oo[.

Soit @ €]0,1]. En utilisant la relation (x) et par quotient, f(z) et f(1) sont de méme signe.
1 1

Comme z €]0,1], on a — € [1,+oo[. Ainsi, f(—) est du signe de f(1), puis f(z) est aussi du signe de f(1).
x x

Ceci étant vrai pour tout x €]0,1], f est du signe de f(1) sur ]0,1].

Ainsi, ‘ [ est du signe de f(1) sur |0,1] et sur [1,4o0[, donc sur R . ‘

e Montrons maintenant que f strictement croissante sur |0, 1].
Soient z,y deux éléments de ]0,1] tels que z < y.

10
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1 1
Par décroissante stricte de la fonction inverse sur R}, on a — > —.
r oy
1 1
De plus, — et — sont éléments de [1, +oo[ car (z,y) €]0,1]%
€ Y

Par croissance stricte de f sur [1, 400 :

1 1
—-) > —-).
F3)> 1)
Enfin, f(1) et f (%) sont du signe de f(1) (et non nuls), donc tous les deux éléments du méme intervalle
R* ou R*. Par décroissance stricte de la fonction inverse sur chacun de ces intervalles :
1 1

IS ITe)
d’otu, vu la relation vérifiée par f :
f@) < f(y).

Ceci démontre bien que f est strictement croissante sur |0, 1]. ‘

1
3. Montrons que 1 majore f en utilisant la relation ().

1
Soit x € R7}. Alors o € R% et comme f est minorée par A,

f(2)> Al

X

D’une part, la fonction f est de signe constant et f(1) = —1 donc f est négative sur R* . De plus, d’apreés
la question 1.a, la fonction f ne s’annule pas. On obtient que f(%) e R*

D’autre part, A est un minorant de f donc A < f(1) = —1 et alors A € R*.

Par décroissance (stricte) de la fonction inverse sur R* | la relation précédente donne :

1 1
< =
fz) A

d’ou : )
< —.
@)< 5

~

1
Ceci étant vrai pour tout x € RY, 1 est bien un majorant de f.

4. Montrons qu’il n’existe pas de telle fonction. Par ’absurde, si une telle fonction h existait, on aurait :

1
soit h(1)? = —1, ce qui est absurde car le carré de tout réel est positif. Ainsi, | il n’existe pas de telle fonction h.

Exercice 7

1. Pour tout z € R,

1 1 1
f(z) =exp (1: In (1 + )) est bien défini si, et seulement si, 1+ — est bien définiet 1+ — >0
T x T

z+1
si, et seulement si, « # 0 et r+l >0
x

Or, on a le tableau de signes suivant :

x —00 —1 0 +oo
z+1 - 0 +

z - 0 +
vl + 0 - +

T

11
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Ainsi, ‘Df =| — oo, —1[U]O,+oo[‘

2. La fonction f est dérivable sur son domaine en tant que composée de fonctions qui le sont.
De plus, pour tout x € Dy :

1

f'(z) = |In (1+3€> +x1_+3521 exp (a:ln (1+i)> = [ln <1+3€> - xil} f(x)

3. La fonction exponentielle est strictement positive sur R, donc f est aussi strictement positive sur son
domaine de définition. En particulier, la fonction f ne s’annule pas sur Dy. Ainsi, |u est bien définie|.
Avec la question précédente, on a

1 1
4 D =In(l14+—-)—
z € Dy, u(z) n< er) 1

4. La fonction u est dérivable sur son domaine de définition en tant que somme de fonctions qui le sont.
De plus, pour tout x € Dy,

1 1 1 -1 1 —1l—-z+4+z -1

e 2@t ) @rlE 2@il?  w@r1)?

Un carré étant toujours positif, pour tout = € Dy, v/(z) est du signe de —z.
Ainsi, avec les limites admises,

T —00 -1 0 +oo
u'(z)
Y 0

Par conséquent, ‘la fonction u est positive sur Dy. ‘

5. La fonction f est strictement positive sur Dy donc pour tout « € Dy, f/'(x) est du méme signe que u(z).
On obtient, en utilisant la question précédente et les limites admises :

T —00 -1 0 +oo
f(z) +
e
f e 1 —
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