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peGt Ensembles et applications Mathématiques

Pour commencer

Ensembles

Exercice 1 Soit F un ensemble usuel (un ensemble de nombres, de fonctions, de suites, d’applications...) et
x € E. Parmi les propriétés ci-dessous, lesquelles sont correctes?

(a) = € {x} (¢) = € {{z}} () w C {z} (9) = C {{z}}
() {z} € {z} (d) {z} € {{z}} (f) {z} c{z} (h) {z} < {{=}}

(HP : Quelles énoncés deviennent corrects pour x = (17)
Exercice 2 Soit E un ensemble et A, B C E. Simplifier les expressions :
(a) (ANB)U(ANB)
(b) (ANB)N(ANDB)
(¢) (ANB)U(ANB)U(ANDB)
Exercice 3 Soit E un ensemble et A, B C E. Montrer que AUB=ANB <<= A=1B.
Exercice 4 Soit E un ensemble et A, B C E. Montrer que A C B <= ANB=0<+= E=AUB.
Exercice 5 Soit E un ensemble et A, B,C C E.
On suppose que A C BNC et BUC C A. Montrer que A =B =C.

Exercice 6 Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E. On suppose que AUB =ANC,BUC =
BNnAet CUA=CnNB. Montrer que A =B =C.

Exercice 7 Pour tout sous-ensemble A C R, on considére la fonction 14 : R — {0, 1} définie par :

1 sizeA

VxeR,lA(x):{O SrdA

On dit que 14 est la fonction indicatrice de A. Montrer que pour tout A C R, pour tout B C R :
(@) 1=1—14
() Lanp =14 x1p
() laup=1a+1p -1y x1p

Exercice 8 Soit F un ensemble et A, B C E. On pose AAB = (ANB)U(ANB) et on dit que A est 'opération
de différence symétrique.

(a) Représenter sur un diagramme cette notion de différence symétrique.
(b) Déterminer AAA et AAQ lorsque A C E.
(¢) Montrer que pour toutes parties A, B C E, on a AAB=(AUB)NANB.
(d) Comment interpréter en termes logiques 'opération A ?

Fonctions : ensembles images et bijections réciproques
Exercice 9 On considére la fonction

R — R

r — x°—x—1"

Déterminer I’ensemble image f(R).



1,1 — R
Exercice 10 On considére la fonction f :
x— /1 —22
Déterminer I’ensemble image f([—1,1]).

Exercice 11 Montrer que les applications suivantes sont bijectives, et déterminer leurs bijections réciproques

R—R R\{1} — R\{1} R —]—1,1]
(a)f'xr—>2x71 e) f T (Z)fx,_> a
x—1 1+ |z|
]-L40o] —R R\{-1} — R\{-1} o1 R
O F= T s () f -z G g TR
le—i—x A
R— R} [-1,1] — [-1,1] Ry — [1, 400
(C)f'l'l—>h’l(].+€z) (9) f: 2 (k) f: o ST
* 14 22
0,1] — R_ R — R R —RY
. . l :
@ f: z+— In(1-27) (h)fx'—>x|as| O z—x+\V1+a2
N

Exercice 12 Soit f la fonction définie par la formule f(z) =

(a) Déterminer Dy et f (Dy).

1+2

(b) Montrer que f réalise une bijection de Dy sur f (Dy) et déterminer sa bijection réciproque.
Exercice 13 On considére les trois fonctions f, g et h définies respectivement sur R par les trois formules

et +e " et —e " er —e”
5 9() 5 et hlz) == e

xr

flx) =
(a) Démontrer que f réalise une bijection de Rsur [1,4o0 [ et déterminer sa bijection réciproque.
(b) Démontrer que g réalise une bijection de R sur R et déterminer sa bijection réciproque.

(¢) Démontrer que h réalise une bijection de R sur | - 1,1] et déterminer sa bijection réciproque.

Applications
2 — RQ

est-elle bijective? Si oui, déterminer sa réciproque.
((E,y) — (2x+y,xfy) ! prod

Exercice 14 L’application

Exercice 15 Soient f: E — F et g : FF — G deux applications.

(a) Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

(b) Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.
Exercice 16 Soit f: F — F une application.
Montrer que f o f est bijective si, et seulement si, f est bijective.
Exercice 17 Soit f: E — FE une application telle que fo fo f = f.
Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.
Lorsque ces conditions équivalentes sont réalisées, déterminer f~1.
Exercice 18 Soit f: E — I une application et A, B C FE.

(a) Montrer que f(AUB) = f(A)U f(B).

(b) Montrer que f(ANB) C f(A)N f(B).

(¢) A-t-on nécessairement f(ANB) = f(A)N f(B)?

(d) Montrer que f est injective <= (VA C E,VB C E, f(AN B) = f(A) N f(B)).



P(E) — P(E)

Exercice 19 Soit F un ensemble, A C E et f: .
X—XnNA
(a) Montrer que f est injective si, et seulement si, A = F.

(b) Montrer que f est surjective si, et seulement si, A = F.

P(E) P(A) x P(B)

Exercice 20 Soit F un ensemble et A, B C E. On considére 'application f : Y : (XNAXNB) "

(a) Montrer que f est injective <= AUB = E.
(b) Montrer que f est surjective <= AN B = {).

(c) Dans le cas ou f est bijective, déterminer f~1.

Pour continuer

Exercice 21 Soit E un ensemble et A, B C E. Montrer que (AN B)U(ANB) =B += A =.
Exercice 22 Soit F un ensemble et A, B,C C FE.

Montrer que AUB=BNC<«<= ACBCC.

Exercice 23 Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble F.

On suppose que AUB=ANCet ANB=AUC. Montrer que A =B =C.

Exercice 24 Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble F.

On suppose que ANC =BNCet AUC = BUC. Montrer que A = B.

Exercice 25 Soit E un ensemble et A, B C F.

Déterminer tous les sous-ensembles X C E tels que AUX = B (resp. ANX =B).
Exercice 26 Soit F un ensemble et A, B C E. On rappelle que A\B = {a € Ala ¢ B}.
(a) Représenter sur un diagramme cette notion de différence. Montrer A\B = AN B.

(b) Déterminer A\ A et A\D lorsque A C E.
(¢) Montrer I’équivalence : A\B = A <= B\ A = B (comment se nomme ce cas?).

R\{-1} — R

2z—1 -
x+1

Exercice 27 On considére la fonction f :

Déterminer I’ensemble image f(R\{—1}).

R — R
Exercice 28 On considére la fonction f : 1 — 2.
x —
1422

Déterminer I’ensemble image f(R).

Exercice 29 On considére la fonction

| — o0, —1[U]1,400] — R
f T %ln<x—_1)

x+1

Déterminer I’ensemble image f(] — oo, —1[U]1, +00]).
Exercice 30 Soit f la fonction définie par la formule f(x) = |/ 2%

(a) Déterminer Dy et f (Dy).

(b) Montrer que f réalise une bijection de Dy sur f (Dy) et déterminer sa bijection réciproque.



Exercice 31 On considére la fonction définie par la formule f(z) = z +1n (2 + €%).
Déterminer Dy, puis f (Dy) et montrer que f réalise une bijection de Dy sur f (Dy) et déterminer f~'.

. . ~ P(E) — P(E)
Exercice 32 Soit F un ensemble, A C E et f: X s X UA "
(a) Montrer que f est injective si, et seulement si, A = (.

(b) Montrer que f est surjective si, et seulement si, A = ().

Exercice 33 Soit F un ensemble et f : Pg?) : PE?E) .
(a) Déterminer I’application f o f.
(b) En déduire que f est bijective et déterminer f~1.
Exercice 34 Soit F un ensemble, A C Eet B C E.

On rappelle que la différence symétrique de A et B le sous-ensemble de E défini par :

AAB = (ANB)U(ANB)
(a) Soient A, B C E. Déterminer AA(AAB).
f:P(E)— P(E)

est bijective et déterminer f~1.
B —s AAB ! /

(b) Montrer que I’application

Exercice 35 Pour tous ensembles E et F et toute application f : E — F', on pose f:

(a) Soit f: E — F. Montrer que : fest injective <= f est injective.

(b) Soit f: E — F. Montrer que : fest surjective <= f est surjective.

~ —

(¢) Soit f: E — F. Montrer que : f bijective = (f)~! = f~L



