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Mathématiques

Calculs de limites de formules explicites

Exercice 1 Dans chacun des cas suivants, indiquer s’il y a ou non une forme indéterminée puis déterminer la
limite lorsque n tend vers 400 (toute utilisation d’un théoréme de croissance comparée devra étre explicitement

mentionnée) :
2_

1) n®—n-—1 22) Z2+n+i

2) Vn+1+vn—1 23) In(1+ 1)

3) n3+2n? +3n+4 T

24) =ntn
4) Vn+1—+yvn—1

25) In (L) —n
5) n® —2n% +3n+4

26) 3n3+2n2—1
6) n+vn2+n 4n3 —n+3
7) 1t +n? — (n® +n) 27) Inn — 1

2

8) n—+vn?2—n 28) %

9) 1—-n)(n—1) 29) n+In(n? —1)
10) Vn2+n—vn? —n 30) In(n?+1) —lnn
11) n(n—1)(n+1) —n? 31) (n=1)(n+1)

12) o1 =2 (nr2)
" 32) In(n?+1) —2Inn
13 — /-
) VE Ry 33) nyn—n—2yn+1
14) 2o 2
n 3) S
15) 1 - n+1
1
16) Vn+vn+1l—vn+vn—1 35) ln<1—1+%>
17) n— - 36) 342 x 3"
1) 0 (151 -1) 37) 3 x 2" —2 x 3"
19) e1+1nn 38) (4 + %) (9 - %)
2 39) 2" — 3" 44"
20) n — 24 ) +
21) el~Inn 40) /1 + 3:++11

Exercice 2 Soit a € R. Pour tout n € N* tel que n > —a, on pose u,

pourra utiliser un encadrement du logarithme, ou démontrer que lirf n(ln(1 4+
n—-+0oo

tauz de variation.

Limates et inégalités

Exercice 3 Soit a € R;. Déterminer lim (a + %)n

Exercice 4 Soit z € R. Pour tout n € N*, on pose u,, =

n—-+o0o
n

1
n

k=

Déterminer lim wu, et lim wv,.
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(1—|— %)”. Déterminer lim wu,. On

n—+00
%)) = a en reconnaissant un
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Exercice 5 Pour tout n € N*, on pose u,, = Z n2 n k Z et Wy, =

k=1 k=1 Z”H'

(a) Montrer que pour tout n € N*, D 7 S Un S o et V5 < wy.

(b) En déduire lim wu,, lim v, et lim w,.
n——+oo n——+oo n——+oo

Exercice 6 Pour tout n € N*, on pose u,, = Z
k=0
(a) Montrer que pour tout z € [0,1[,In(1 +z) <2 < —In(1 — z).

(b) En déduire lim uy,.

n—-+oo

1
n+k

Exercice 7 Soit a € R7}. Pour tout n € N, on pose u,, = nl

am "

(a) On suppose que a < 1. Déterminer lim w,,.
n—-+oo

(b) On suppose que a > 1.

Un+1
Un

(i) Déterminer lim

n—+oo
(43) Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, “2 > 2,

(#7) En déduire que pour tout n > ng,u, > 2"~ "0u,,, puis la valeur de hr—? U -
n——+0oo

Limaites et monotonie

Exercice 8 Soient (uy),cy et (vn),cy deux suites réelles positives telles que pour tout n € N :

{ Un+1 = 4/UnUn

Un4+1 =

Montrer que les suites (u et (v convergent et que lim wu, = lim wv,.
q ( n)nGN ( n)nEN g q nStoo nStoo

Indication : on pourra étudier la monotonie des suites (un), cy- €t (Vn),cp--

n
Exercice 9 Soit a > 0. Pour tout n € N*, on pose u, = H (1 + ak).
k=1

(a) Etudier les variations de (uy),cy- €t en déduire que pour tout n € N*, u, > 0.

(b) On suppose que a = 1. Déterminer lim w,,.
n—-+o0o

(¢) On suppose que a > 1. Montrer que la suite (u,) diverge.

neN*

(d) On suppose que a < 1. Pour tout n € N*, on pose v, = In(u,). Montrer que la suite (v,),cy. est
majorée, puis en déduire que la suite (u,), y. converge.

Ftudes de suites récurrentes

Exercice 10 On considére la suite réelle définie par uy = % et vérifiant pour tout n € N la relation de
récurrence

Un+1 = Un (1 - un)
(a) Montrer que pour tout n € N,0 < u,, <1.

(b) Déterminer le sens de variations de la suite (uy),,cy-

(c) En déduire que la suite (u,), oy converge et déterminer ngrfoo Up.

Exercice 11  On considére la suite réelle définie par ug = 1 et vérifiant pour tout n € N la relation de
récurrence
Upt1 = Up (1 + uy)

(a) Déterminer le sens de variations de la suite (u,),, cx-



(b) Déterminer lim wu,.
n—-+oo

Exercice 12 On considére la suite réelle définie par ug = 1 et vérifiant pour tout n € N la relation de
récurrence

Up4+1 = In (1 + ui)
(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et 0 < u,, < 1.

(b) Déterminer le sens de variations de la suite (uy),,cy-

(c) En déduire que la suite (uy),y converge et déterminer ngrfoo Up.

Exercice 13 On considére la suite réelle définie par ug = 2 et vérifiant pour tout n € N la relation de
récurrence

1 2
Unp+1 = Uy, + ui

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, > V2.

[\)

(b) Déterminer le sens de variations de la suite (uy),,cy-

(c) En déduire que la suite (u,), oy converge et déterminer ngrfoo Up.

(d) Ecrire un code Python permettant d’obtenir une valeur approchée de v/2 (sans utiliser sqrt bien sr).

Exercice 14 Soit (u,),y une suite réelle telle que pour tout n € N, u, 11 = untl _q

(a) Montrer que si (uy), .y converge vers une limite £, alors £+ 1 = \/%

En déduire que ¢ € {—1,0}.
(b) On suppose que uy < —1. Montrer que pour tout n € N, u,, < —1.

Montrer ensuite que (uy), oy €st croissante et déterminer lim .
n—-+oo
(¢) On suppose que ug €] — 1,0[. Montrer que pour tout n € N, u,, €] — 1,0[. Montrer ensuite que (uy,)

est décroissante et déterminer lim wu,,.
n——+00

neN

(d) On suppose que ug > 0. Montrer que pour tout n € N,u, > 0. Montrer ensuite que (uy,),y est
décroissante et déterminer lim wu,,.
o0

n—+

Termes de rangs pairs et impairs

(=1)*
2k +1°

n
Exercice 15 Pour tout n € N, on pose S,, = Z
k=0

(a) Montrer que les suites (S2,),, oy €t (S2n41),cy SOnt adjacentes.

(b) Montrer que la suite (S,,),y converge.

Pour continuer

Exercice 16 Soit = € R. Déterminer lim L.
n—+oco T

Exercice 17 Soient (un),cy- €t (Un),cn- les suites définies par u, =

1).

(a) Montrer que les suites (u,), cy- €t (Vn),cy- sont adjacentes.

n——+0oo

=1
(b) En déduire que kz_: i +o0.



Culture générale : La limite commune des suites (uy), ey« €t (vn),cn- €St appelée constante d’Euler, se note
et vaut approximativement 0,577 .

Exercice 18 On considére la suite réelle définie par ug = 1 et vérifiant pour tout n € N la relation de
récurrence
Upt+1 = In (1 + uy,)

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

(b) Déterminer le sens de variations de la suite (uy),,cy-

(c) En déduire que la suite (u, ),y converge et déterminer Hm .
—

n—-+oo

Exercice 19 On considére la suite réelle définie par ug = 2 et vérifiant pour tout n € N la relation de
récurrence

3u, +1

Uu =
n+1 Uy + 3

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, existe et u,, > 1.

(b) Déterminer le sens de variations de la suite (uy),,cy-

(c) En déduire que la suite (uy),y converge et déterminer nll}l}_loo U,

Exercice 20 On consideére les suites (uy,),, oy €t (vn),, oy définies par ug = 0 et vo = 3 et pour tout n € N,
3 3
2
) Montrer que pour tout n € N, u,, € [—1,0].
) Montrer que pour tout n € N,v,, > 2.
(b) (i) Factoriser le plus possible le polynome P(X) = X3 —3X — 2.
)
)
)

Déterminer le sens de variation de la suite (u,)

neN-
(ii7) Déterminer le sens de variation de la suite (vy),, cn-
(¢) (i) Montrer que la suite (uy), .y converge. Dorénavant, on note £ = ngrfoo Up.

(#4) Déterminer la valeur de £.

(d) (4) Montrer en raisonnant par ’absurde que lim v, = +oc.
n—-+oo

(ii) Proposer un code Python permettant d’afficher la valeur du plus petit entier n € N tel que v,, > 10%°.
Exercice 21 Soit (u,),y une suite réelle telle que pour tout n € N, u, 1 = 3 + 2v/u,, — 3.
(a) On suppose que ug = 8. Montrer que pour tout n € N, w,, existe et u,, > 7.

Etudier les variations de (uy), oy et déterminer lim u,,.
n—-+oo

(b) On suppose que ug = 4. Montrer que pour tout n € N, u,, existe et 4 < u,, < 7.

Etudier les variations de (uy), oy et déterminer lim .
n——+o0o

(=D*

Exercice 22 Pour tout n € N*, on pose S,, = Z i

k=1

n

(a) Montrer que les suites (S2,), e+ €t (S2n41),,cn SOt adjacentes.
(b) Montrer que la suite (S, ), . converge.

(=D*
o

n
Exercice 23 Soit o € R’.. Pour tout n € N*, on pose S,, = Z
k=1

(a) Montrer que les suites (S2n),cy. €t (S2n+1),ecy sont adjacentes.

(b) Montrer que la suite (S, ), . converge.



